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Az 59. Nemzetkozi Matematikai Didakolimpia
feladatainak megoldasa

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljiikk a nyari matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; 1ényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai leirtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és ezuton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztGség

Els6 nap*

1. Legyen I' a hegyesszigli ABC hdromszog kérilirt kore. D és E legyenek
az AB, illetve AC szakaszok olyan pontjai, amelyekre AD = AE. A BD és CE
szakaszok felezémerdlegesei a I' kor révidebb AB, illetve AC iveit az F, illetve G
pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy a DE és FG egyenesek parhuzamosak vagy
egybeesnek.

Imolay Andras megoldasa. Messe
az F'D és a GE egyenes I'-t masodszor
rendre M-ben és N-ben.

F rajta van BD felezémerolege-
sén, igy az F'DB haromszog egyenls-
szaru, FDB< és ADM < csucsszogek,
és BFAM hurnégyszog, igy

ADM<« = FDB< = FBD< =
= FBA<=FMA<=DMA«q,

tehat a DAM héaromszog egyenlo-
szaru, igy AD = AM. Hasonlbéan kap-
juk, hogy AE = AN, és a feladat fel-
tétele szerint AD = AFE, igy AN =
AD = AE = AM, tehat az N, D, E,
M pontok egy A kozéppontu korre il-
leszkednek.

NDEM és GMNF hurnégyszogek, igy

MDE<=MNE<1<=MNGqa=MFG<q,

tehdt a DE és F'G egyenesek az F'M egyenessel ugyanakkora szoget zarnak be,
vagyis a DFE és F'G egyenesek parhuzamosak vagy egybeesnek. Kész vagyunk.

*A mésodik nap feladatainak megolddsit a novemberi szamban kozoljiik.
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2. Hatdrozzuk meg azokat azn > 3 egész szamokat, amelyekre léteznek aq, as,
.oy Qnyo valos szamok, amelyekre an11 = a1, apyo = ag €s

a;aiy1 +1=a;4o
teljesil minden i = 1,2,...,n esetén.

Bukva Baldzs megoldédsa. Ha 3 | n, akkor van megoldds, méghozzé legyen

2 n=0 (mod 3),
p =4 -1 n=1 (mod 3),
-1 n=2 (mod 3).

Ez konnyen ellenérizhetd, hogy jé lesz.

M34s esetben nincsen megoldas. Tekintsiik az aldbbi dtrendezést (a3 := a3):

n n n n
E aiQiy3 = E ai(aiyrai42 +1) = g a;iQi+10it+2 + E a; =
i=1 i=1 i=1 i=1

n

n n n
2
= E a;0; 11042 + E Qo = E (a;ait1 + 1)aipo = E a3y o
im1 i=1

=1 i=1

Ebbdl a rendezési egyenlétlenség alapjan azt kapjuk, hogy a;4+3 = a; minden i-re,
igy, ha (n,3) = 1, akkor az dsszes a; egyenld, azaz a; = a valamilyen a-ra. De ebbdl
az kovetkezne, hogy az z? + 1 = z egyenletnek a egy valés megoldésa, de ennek
a masodfoki egyenletnek nincs valés megoldasa. Ezzel belattuk, hogy ha (n,3) = 1,
akkor nincs megoldas.

3. Nevezziik anti-Pascal haromszognek szamoknak egy olyan, szabdlyos hdrom-
sz0g alaki elrendezését, amelyben az utolsé sorbeli szamok kivételével minden szdm
a kozvetleniil alatta lévd két szam killonbségének az abszolut értékével egyenld.

Alabb lathato egy példa egy olyan anti-Pascal hdromszdgre, amelynek 4 sora
van, €s 1-t6l 10-ig minden egész szam eléfordul benne.

Létezik-e olyan anti-Pascal haromszdg, aminek 2018 sora van, és 1-t6l (1 +2+...+
+ 2018)-ig minden egész szam el6fordul benne?

Janzer Orsolya Lili megoldasa. Tegyiik fel, hogy van ilyen hdromszog.

Mivel egy ilyen, 2018 soros haromszognek éppen 1+2+ 3+ ...+ 2018 me-
z6je van, minden egésznek 1-t01 1 4+ 2 + 3 + ... 4+ 2018-ig pontosan egyszer kellene
szerepelnie benne.

Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7 387



Legyen az n-edik sorban M, a legnagyobb, m,, pedig a legkisebb szam. Most
tegyiik fel, hogy n < 2017, és vegyiik a kozvetleniil M, alatt 1évo szamokat. Legye-
nek ezek a szamok a és b. Feltehetd, hogy ezek koziil a > b. fgy a—b= M,. Mivel
a < Mpi1ésb>myi1, kapjuk, hogy My 1 = My +myq1 (= Mp_1+my+myqq >
> ...

fgy minden 1 <7 < j < 2018-ra

J
Mj > M; + Z mg.
k=i+1
Ebbél, mivel M; = my,
2018
Mog18 2> Z my.
k=1

Tehat Msg1g felithaté 2018 kiilonb6z6 pozitiv egész Osszegeként, igy Mogis = 1+
+2434...4+2018, ezért Mog1s =14+243...+ 2018, és {ml,m2,.. . ,m2018} egy
permutédcidja az {1,2,...,2018} szdmoknak. Kovetkezik tovabbd, hogy minden
egyenl6tlenség egyenldséggel teljesiil, azaz minden 1 < 7 < 2018 esetén

J
Mj = ka.
k=1

Most legyen minden n < 2018 szam ,kicsi”, tovdbba minden 1+ 2 + ... 4 2017 <
<n<1+2+...42018 szdm ,nagy”. Mivel {my,ma,...,mag18} az {1,2,...,2018}
szamok permutécidja, minden sorban pontosan egy kicsi szam lesz.

Ha n < 1954, akkor:
M, :ka <2018 + 2017+ ... + 65 =
=1

—(1+2+...42018) — (1+2+...+64) =
=(1+2+4...+2018) — 2080 < 1+ 2+ ...+ 2017,

vagyis az n-edik sorban nem lehet egyetlen ,nagy” szam sem.

Ha 1955 < n < 2017, akkor legyen [ egy nagy szam az n-edik sorban. Legyenek
a szamok kozvetleniil [ alatt a és b; feltehetd, hogy a > b. fgy b=a—1, és a<
<1+4+2+...+2018; mivel I ,nagy” (=1>1+24...42017), b < 2018, vagyis b
kicsi. fgy b = mp41, azaz | kozvetleniil m,, 1, f6l6tt van. fgy legfeljebb ketto ,,nagy”
szam lehet az n-edik sorban.

Tehat legfeljebb 126 nagy szam van a sorokban Osszesen, a legalsét kivéve.
Mivel Osszesen 2019 ,nagy” szam van, legalabb 1893 ,nagy” szdm van a legalsé
sorban, ezért legfeljebb 125 ,nem-nagy” van abban a sorban. A legalsé sorban 2018
szam, igy 2017 szomszédos szampér van. Ha figyelmen kiviil hagyjuk a kozvetleniil
az mog1y alatti szampart, és a legfeljebb 250 szampart, amiben van ,nem-nagy”,
akkor még mindig marad olyan szomszédos pér, aminek minkét tagja ,nagy”, és
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nem kozvetleniil az mog17 alatt van. Viszont a két ,nagy” szam kiilonbsége kicsi, és
megtalalhat6 a 2017-edik sorban, igy az mogy7-tel egyiitt mar ketto , kicsi” szam is
lenne abban a sorban, ami ellentmondas.

Tehat nem létezik ilyen anti-Pascal haromszog.

A megoldas forrdsa: https://artofproblemsolving. com.

»Kinai étterem”
— a véletlen permutaciékrol 1.

»Ezt a konyvet a tanitvanyaimtdl tanultam”, kezdi Schonberg a Harmoniatandt. Nos,
én is elmondhatom, hogy az itt kovetkezdket a tanitvanyaimtdl tanultam. A valészini-
ségszamitast a kozépiskoldban erésen kombinatorikus alapon tanitjuk — mér amennyire
tanitjuk. Viszont egykori tanitvanyommal, Virdg Bdlinttal, a University of Toronto pro-
fesszordval a valdszinliségszamitasrol beszélgetve észre kellett vennem, mennyire masképp
néz egy vérbeli valszamos a valészinliségszamitasra. Ezért felkértiik ét, hogy a matematika
tagozatos tanarok 2015-6s tovabbképzésén mondja el, 6 hogyan latja azokat a fogalmakat,
amelyeket mi tanitunk. Erre egy — Gyenes Zoltannal folytatott — beszélgetés keretében
véllalkozott. Az egyik kérdés arra vonatkozott, hogy hogyan néz 6 ra a véletlen permuta-
ciékra. Vdlaszul elmondta a ,kinas étterem folyamatot” (Chinese restaurant process), ami
sok mindent nagyon szemléletessé tesz. Azbta alaposan atgondoltuk Gyenes Zolival, hogy
mit lehet ebbdl a tanitdsban hasznositani és — egyelére csak szakkoéron — ki is préobaltuk.
Az ottani tapasztalatokat is felhaszndlom.

1. A permutacidk ciklus-szerkezete

Mindenekel6tt sziikségiink van a permutédciok un. ciklus-szerkezetére. Ez kis
csoportelméleti szemlélettel is beolthatja a kombinatorikai megkozelitésiinket. Sze-
retem az aldbbi feladattal kezdeni. A feladatot egy kb. 6tven évvel ezel6tti olimpiai
felkészit6 feladatsorban taldltam még évtizedekkel ezel6tt. (A feladatsort emléke-
zetem szerint Hédi Endre jegyezte, és Reiman tandr trndl beszéltiik meg.)

1. feladat. Egy osztdly tanuldi névsor szerint dllnak egyenes sorban. A test-
nevelés tandr szeretné mihamarabb nagysdag szerinti sorba dllitani dket. Ehhez a ko-
vetkezdt eszeli ki: kijeldl parokat gy, hogy minden tanuld legfeljebb egy pdrban sze-
repel. Sipszdra ezek a pdrok helyet cserélnek. Ezutdn ismét kijeldl pdrokat (megint
mindenki legfeljebb egy pdrban szerepel), akik jabb sipszéra helyet cserélnek. Ezt
addig folytatja, amig nagysdg szerinti sorba nem rendezte dket. Szeretné a legkeve-
sebb sipszoval elérni ezt. Segitsiink neki. Feltessziik, hogy ldtja a nagysdg szerinti
sorrendet.

Megoldas. El6szor probaljuk kitaldlni, merre érdemes keresgélni. Ha minden
lépésben csak egy cserét engednénk, akkor, mint ismeretes, n — 1 csere elég volna
(és kevesebb nem mindig). A mi feladatunk megengedi, hogy egy 1épésben % cserét
is végrehajtsunk. A kérdés az, hogy reménykedhetiink-e, hogy két ilyen 1épés is
elég.
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A valaszhoz gondolatban készitsiink el egy iranyitott grafot, amelyben minden
tanulétol ahhoz a tanuléhoz indul él, akinek a mostani helyére kell allnia. Ha egy
tanuld jé helyen &ll, akkor egy irdnyitott hurokél tartozik hozza. Formélisabban:
acsiucsok az 1,2, ..., n szdmok, ahol n az osztédly 1étszama. Ha a névsorban k. helyen
levé tanulé a nagysag szerinti sorban az [-edik, akkor a ,,k” csticsbdl az ,,I” csticsba
mutat él. fgy egy olyan irdnyitott grafot kapunk, amely irdnyitott koérokbol all
(kornek tekintjiik a hurokélt és azt is, ha két pont kézott mindkét irdnyban fut él).
A korsk pont- (és él-)diszjunktak. A feladat az, hogy minden ilyen kér mentén
az irdnyitds mentén eggyel arrébb keriiljon minden tanulé.

Nézziik tehat el6szor azt az esetet, ha a graf egyetlen korbol 4ll. Gondolatban
iiltessiik a nyilak szerint egy kor alakd asztalhoz a tanuldkat. (Ez persze nagyon
megkavarja a tényleges sorrendjiiket — erre még visszatériink —, de ezzel egyel6re
ne torédjiink.) A kovetkezo feladathoz jutunk:

2. feladat. Egy osztdly tanuldi korben dllnak. Az a feladat, hogy mindenki
a tole eggyel jobbra dllo helyére keriiljon. Egy lépés most is ugyanaz, mint az el6z0
feladatban, a tanuldk szdma n. Hdny lépésben (= hdny sipszdval) érhetd el, ha egy
lépés most is az, ami az eldz0 feladatban.

Ha ezt a feladatot megoldottuk (a megolddst ldsd aldbb), utdna mdr hamar
befejezhetjiik a megoldast abban az esetben is, amikor az eredeti feladatban az
irdnyitott graf tobb korbdl all. Gondolatban minden koérnek megfeleltetiink egy-
egy ilyen szabdlyos sokszoget. Mindegyikben egyszerre végre tudjuk hajtani a két
lépést, hiszen a korok pontdiszjunktak, tehat a benne szerepl6 tanuldk egymés-
tdl fliggetleniil parosithatok és mozgathatdk. Tehat Gsszességében is két 1épésben
célhoz juthatunk. Egy 1épés nem mindig elég.

Adosak vagyunk még a 2. feladat megoldasaval:

Feltehetjiik, hogy egy szabalyos n szog csucsaiban allnak a tanulék. A feladat:
el kell forgatni a szabélyos sokszoget 360/n fokkal. Ismeretes, hogy ez a sokszog két
»szomszédos” tiikortengelyére vald tiikrozéssel megvalésithatd, amelyek tengelye
180/n fokos szdget zdrnak be egymadssal. Egy tiikrozésnél diszjunkt parok cserélnek
helyet. (Ha n péros, akkor az egyik tiikrézésnél mindenkinek van péarja, a masikban
két szemkozti csticsban allénak nincs. Ha n paratlan, akkor mindkét alkalommal
egy-egy tanulénak nincs pérja.)

Tehat két 1épésben célhoz érhetiink. Egy 1épés nyilvan nem elég.

1.1. Az 1. feladat megoldasanak elemzése

Meg akarjuk vizsgélni részletesen, hogy mit is csinaltunk az 1. feladat megol-
dasdban. Ehhez elére bocsatunk egy didaktikai megjegyzést.

Barmennyire kézenfekvo az a gondolat, hogy a permutaciét ciklusokra bontva
szemléljiik, mégsem konnyen érthetd egy, a permutaciok szerkezetével most ismer-
ked6 tanulénak. Van benne egy absztrakcids 1épés. Kozelebbrol: egy szamsorozatot,
az 1,2,...,n szamok egy adott sorrendbeli leirasat nem ,készen adottnak” tekint-
jik, hanem egy mozgdsnak, figgvénynek. A csoportelméletben ez nagyon hasznos
szemlélet. Itt a feladat szovege is sugallja ezt az absztraktabb szemléletet. De et-
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t6l még igaz marad, ami minden absztrakcids lépéssel kapcsolatban igaz: aki még
nem jutott el hozzd, annak van benne valami megfoghatatlan, mig aki mar elsa-
jatitotta, az nehezen tud emlékezni arra a szituaciéra, amikor még nem értette.
Ez egy olyan nehézség a matematika tanitdsanal, amit ha nem vesziink nagyon
komolyan, akkor nem szabad csodalkoznunk, ha a matematikat valami akar eluta-
sité (ez a gyakoribb), akdr koddsen dhitatos borzongds veszi koriil. Erre mindig
ujra figyelmeztetniink kell magunkat, ha nem akarunk annak a kollégamnak a sor-
sara jutni, aki a tobbi tanarral tgy utaltatta meg magat és a matematikat, hogy
egy irodalombdl, torténelembdl igen jé didkot butanak titulalt, ,még egy elséfoku
egyenletet sem tud rendezni” felkidltassal. Hogy a mi esetiinkben mi a nehézség, azt
a legegyszeriibb eset részletes elemzésével is szemléltetjiik. Az aldbbiakban ehhez
végigkovetjiik a 2. feladat megolddsat egy konkrét példan.

Legyen az egyszerliség kedvéért 8 tanuldé az osztdlyban, és a névsor szerinti
sorban alljanak a kévetkez6 nagysag szerinti sorrendben:

4 3 8 5 2 7 1 6.
Tehéat az els6 helyen a negyedik legmagasabb &ll, a masodik helyen a harmadik
legmagasabb stb. Amikor gondolatban dtrendeztiik éket, akkor az dbrdn lathatd
els6 sorrendet kapjuk.
1 4 4 1 7 1

N
y
ot
ot
-3
D
I

) 3 3 8 3 2

Az els 1épésben az els6 abran lathaté parok cserélnek helyet: (1 4), (57), (2 6),
(38). fgy az dbran ldthaté masodik sorrendet kapjuk. A masodik 1épésben az 1 és a 3
helyben marad (erre a tengelyre tiikkroziink), helyet cserélnek a kovetkezd parok:
(47), (6 5), (8 2). Most az dbran ladthaté utolsé sorrendet kapjuk. Mint 14tjuk,
valéban eggyel elforgattuk a kort.

De mit jelent ez a feladatunk szempontjabol? Tényleg azt kaptuk, amit akar-
tunk? Es ha igen, hogyan kell a tanarnak a parokat kijelolnie?

Arrél konnyen meggydzodhetiink, hogy az elsé lépésben nem a legmagasabbat
és a negyedik legmagasabbat kell felcserélniink. Jobban meg kell érteniink, mi is
tortént.

Nézziik, mi tortént valéjaban az elsé lépésben. Az eredeti sor igy nézett ki: 4 3
85271 6. Itt helyet cserélt az elsé és a negyedik helyen &ll6, az 6todik és hetedik
helyen all6, a masodik és hatodik helyen &ll6, valamint a harmadik és nyolcadik
helyen all6. A tényleges sor most tehat igy alakult: 576 413 2 8.

Az elsé dbran lathaté 4 1 7 6 8 3 2 5 (4) kor az eredetileg rendre a 4., 1., 7.
stb. helyen dllokat jelenti, tehdt a nagysdg szerinti sorrend szerint irva az 54 1 7

Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7 391



6 8 32 (5) korrdl van sz6. Amikor azt mondtuk, hogy a mdsodik 1épésben az 1
és a 3 helyben marad, akkor azt mondtuk, hogy az eredetileg ezeken a helyeken
dllok maradnak a helyiikon, vagyis a 4. és 8. legmagasabb. Es ez rendben is van: 8k
valéban a 4., illetve a 8. helyen allnak. A mdsodik 1épésben lezajlé (4 7) csere azt
jelenti, hogy az eredetileg a 4. és 7. helyen &ll6 helyet cserél, ami az 5. legmagasabb
és a legmagasabb helycseréjét jelenti, ez megint csak jo, hiszen most az 6todik
legmagasabb &ll az els6 helyen és a legmagasabb az 6tddik helyen. Ugyanigy
ellenérizhets, hogy a tovabbi két csere utan valéban a nagysag szerinti sorrendet
kapjuk.

Ez a példa elég vilagosan mutatja, hogy csak ldtszolag egyszerii elvonatkoztatni
a konkrét sorrendtol és attérni egy gondolatbeli sorrendre. Valdjaban egy dinami-
kusabb nyelvre forditottunk és ezzel tettink egy absztrakcios lépést. Nem konnyli
az eredeti nyelven kévetni, hogy valéjaban mi is torténik. De vigyazzunk: nem akkor
sajatitottunk el egy absztrakciés 1épést, ha problématlanul vissza tudjuk kovetni
a konkrét esetben — ez korantsem egyszeri altalaban —, hanem ha biztosnak érezziik
magunkat, hogy a kovetés nehézségei ellenére is végig tudjuk kovetni a konkrét tor-
ténést, ,at tudjuk dolgozni”! Ha errdl a kovetésrél lemondunk, akkor az absztrakeid
a levegdben fog lebegni, nem fogjuk latni, hova vezet tovabb. Ha viszont megije-
diink, hogy nem megy kapasbdl, akkor nem fogjuk magunknak igazan elhinni, hogy
képesek vagyunk felfogni az absztrahald 1épést.

Ezutén ratérhetiink az 1. feladat megoldasanak az elemzésére.

A névsor szerint sorban all6 tanuldkat megsorszamoztuk, majd ebbdl a sor-
rendbdl akartunk egy masik sorrendhez, azaz permutaciohoz eljutni. A permuté-
cidk felirasanak szokasos médja az, hogy a fels6 sorba felirjuk az eredeti sorrendet
(ezt néha el is hagyjuk), és ald az elérendét. Legyen ez példdul a kovetkezd (az egy-
szerliség kedvéért 12 tagi osztdlyt vdlasztunk):

1121345 6|78 9|10 11 |12
4138|6107 1|5 |11| 2 | 9 |12

Mi ehelyett elkészitettiik a kdvetkezd, irdanyitott korok diszjunkt uniéjabol allé

grafot:
2]
(a—(6) (10

Ezeket a koroket nevezziik a permutéicié ciklusainak. Most kédolhatjuk ezt
a permutaciét gy is, hogy egymadas utan leirjuk az egyes ciklusokat és zéardjellel
vélasztjuk ket el egymdstol. A fenti esetben: (146 7) (2385 10) (9 11) (12).

Ez a permutdcio ciklus-szerkezete.

:

Nyilvanvalo, hogy ebbdl a felirasbdl is ,visszafejthetjiik” a permutéicio ere-
deti felirasat. TetszOleges ilyen ciklus-szerkezetet felirhatunk, csak arra kell vigyaz-
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nunk, hogy minden elem pontosan egy ciklusban szerepeljen, és akkor egyértelmiien
yvisszafejthetd” lesz. (Megjegyezziik, hogy ha ismert a halmaz, amelyen a permu-
técié hat, akkor az egyelemi ciklusokat szokds nem kiirni.)

Ugyanannak a permutaciénak a ciklus-szerkezetét azonban tobbféleképpen
is felirhatjuk. Két okbdl is. Egyrészt a ciklusok sorrendje (egyeldre legaldbbis)
tetszoleges, mésrészt az egyes ciklusokat bdarmely tagjuktol kezdve is felirhatjuk.
Az els§ helyett irhatndnk pl. (6 7 1 4)-et, a masodik helyett pl. (3 8 5 10 2)-t,
a harmadik helyett (11 9)-et is. Tehdt a fenti permutéciét igy is frhatjuk: (11 9)
(6 714) (38510 2), és még sokféleképpen.

Ennek a ciklikus felirdsi médnak a csoportelméletben is sok haszna van (l4sd
errdl pl. Hegediis P4l feladatsorat!). Mi most a véletlen permutécidk felé vessziik
az irdanyt, amelyek szintén jobban megfoghatdk innen nézve.

Természetesen, ha tanitani tdmad kedviink a ciklikus szerkezetet, akkor ér-
demes gyakoroltatni konkrét permutaciok felirasat. Es érdemes azt is kiprébalni,
hogy két permutécio szorzatat hogyan kaphatjuk meg ezzel a felirassal gyorsan és
mechanikusan. De erre itt nincs sziikségiink.

2. Véletlen permutaciok

2.1. A permutacidk utjrakdédolasa

A kovetkez6 feladat szintén a permutacié ciklusairdl szél, de most méar véletlen
permutaciérdl van szé.

3. feladat. Az osztdly most moziba megy. Egy sorba szdl a jegyik, egymds
mellé. Mindenki el is megy a moziba, de egyesével, véletlen sorrendben érkeznek.
Ahogy megjonnek, mindenki letl az elsd itires székre, fiiggetleniil attol, hogy hova
sz0l a jegye. (Az elsének érkezd az elsé helyre stb.) Amikor mdr mindenki leiilt,
az utolsé helyen ilének eszébe jut, hogy & mégis ott szeretne 4lni, ahova a jegye
sz0l. Megnézi, hova szdl, és ha épp ott ul, akkor nem tesz semmit. Ha nem oda
8201, akkor feldllitja azt, aki a helyén il és helyet foglal. Akit felallitott, az most
mdr maga is oda akar ilni, ahova a jegye szol. Két eset van: vagy €pp az fires
helyre szol a jegye, akkor letl oda, vagy foglalt a helye, akkor feldllitja az ott ldt,
és letil a helyére. Ez folytatodik, amig ahhoz nem érnek, akinek a jegye a még tires
helyre szol. O is leiil a helyére és kezdddhet az eléadds. Mennyi a valdszinisége,
hogy az elsd helyen tilének nem kell feldllnia?

1. megoldas. Ki tudjuk szamolni. Az ellentét eseményt szamoljuk ki, azt te-
hét, hogy héany olyan permutacié van, amelyben az els6 helyen iilének fel kell allnia.
Az a kérdés, hogy hény olyan permutdcié van, amelyben az utolsé helyen il6 és
az els6 helyen iil6 tanulék ugyanabban a ciklusban vannak. Ha ez a ciklus k£ embert
mozgat meg, akkor még k — 2 embert kell kivalasztanunk, ezt (Z:;)—féleképpen
tehetjiik meg. Utdna Sket még (k — 1)!-féleképpen lehet sorba tenni. (Az utolsd
helyen il6 jegye a masik k — 1 helyének barmelyikére szélhat, a ciklusban koévet-
kez6é még k — 2 hely barmelyikére stb.). A maradé n — k ember pedig akdrhogy

"ttp://specmat.wiki/index.php/Kezd%C5%911ap.
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permutélhaté egymas kozott, ez (n — k)!-féleképpen lehetséges. Osszeszorzasukkal
(n—2)!(k — 1) adédik. Ezt kell minden lehetséges k-ra, tehdt k = 2,...,n-re dssze-
adnunk. Az Gsszeg ( )

n(n—1 n!
és ez a permutédcidknak pontosan a fele. Tehdt 1/2 valészinlisége van annak is, hogy
az elsé helyen il6 tanuldnak is fel kell allnia.

2. megoldas. Cseréljiik meg az elsé és az utolsé tanuld jegyét. Ezzel parositjuk
a permutaciokat. Ha az egyik permutdaciéban az els6 és utolso tanulé egy ciklusban
volt, akkor a csere utan kiilon ciklusba keriilnek és forditva — errdl a nyilak beraj-
zoldsaval konnyen meggy6zddhetiink. Vagyis minden parbdl pontosan az egyikben
kell feldllnia az els6 tanulénak is. A keresett valésziniiség tehdt 1/2.

A maésodik megoldas taldn a legegyszer(ibb. Az itt hasznélt gondolatnak fontos
szerepe van a permutaciok elméletében, lasd példaul a mar emlitett, a ciklusokrol
sz016 feladatsort. A véletlen permutacidkhoz azonban érdemes még egy megoldast
megismerniink. Ehhez az egész permutaciot fel kell irnunk ciklus-szerkezettel. Sziik-
ségiink van a kovetkezd otletre (én Lovdsz Lészlé konyvében olvastam eldszor):

4. feladat. Ldttuk, hogy a permutdciok ciklikus felirdsa nem egyértelmi. Eqy
permutdcio sokféleképp is felirhato. Az egyes ciklusokon beliil is barmelyik elemtdl
elindulhatunk, de a ciklusokat is tetszdleges sorrendben irhatjuk egymds utan. Most
szeretnénk egyértelmiisiteni a ciklikus felirast — éspedig ugy, hogy el is hagyhatjuk
a zdrdjeleket. Lehetséges ez?

Megoldas. Feltessziik, hogy az els6 n pozitiv szam permutacidjarol van szo.
A | csel” a kovetkez6. El6szor a ciklusokat rakjuk sorba, mégpedig gy, hogy a ben-
niik szereplé legkisebb szdmok novekvo sorrendet adjanak. Az els6 ciklus tehat
az lesz, amelyben szerepel az 1, a masodik az lesz, amelyikben az els6 ciklusban
nem szerepld szdmok koziil a legkisebb 4ll stb. A fenti (a 2. feladat megolddsa
uténi) példankban ez igy volt: (146 7) (2385 10) (9 11) (12). Most még a ciklus
sorrendjét kell ugy felirni, hogy egyben kédoljuk azt is, hol van a vége. A megoldés
a kdvetkezd: minden ciklusban a legkisebb elemet frjuk utoljéra. Igy az elsé ciklus
végét az 1 szam jeloli, a masodik ciklus végét az 1 el6tt nem szereplo legkisebb szam
megjelenése jeloli stb. A fenti példank tehat igy alakul: 467138 5102 11 9 12.
Megjegyezziik, hogy ha a legnagyobb szam all a legutolsé helyen, akkor az biztosan
egyelemi ciklust alkot. Viladgos, hogy igy az els6 nszdm minden permutéciéjat tjra
koédoltuk, egy-egyértelmiien — egy-egy n hosszi permutécidval.

A megolddsban szereplé felirdsi médot a kovetkez6kben ,hazi hasznalatra”
a permutdacié ujrakddoldsanak fogjuk nevezni.

5. feladat*.? (Gyakorld feladat.) Melyik permutdcidkon nem vdltoztat a fenti
wjrakddolas?

Az ujrakddolés segitségével méar konnyen megadhatjuk az igért

2A *-gal jelslt feladatok megolddsa a cikk kovetkezd részével megjelend fiiggelékben
talalhato.
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1. megoldast a 3. feladathoz. A feladat azt kérdezi, hogy mennyi a val6szinti-
sége annak, hogy az 1 és az n egy ciklusban szerepel. Ez pontosan akkor kovetkezik
be, ha az djrakddolas soran az n az 1-es elott all. Ez pedig nyilvan az esetek felében
teljesiil, hiszen a kédokat parosithatjuk gy, hogy felcseréljiik 1 és n helyét.

Végiil egy megjegyzés a 3. feladathoz: Egyik megoldasban sem jatszik szerepet,
hogy épp az utolsé helyen iil6 all fel és épp az elsé helyen iilérol szél a kérdés.
Bdrhogy jelolink ki két tanuldt, mindig 1/2 annak a valdszindsége, hogy Sk egy
ciklusban lesznek (tehdt ha az egyik feldll, akkor a mdsiknak is fel kell dllnia). Mi
a valésziniisége annak, hogy a 3. feladatban mindenkinek fel kell allnia?

6. feladat. a) Mi a valdszindsége annak, hogy a 3. feladatban mindenkinek fel
kell dllnia?

b) Mi a valdszinisége annak, hogy pontosan k embernek kell feldllnia?

1. megoldés. a) Ha mindenkinek fel kell dllnia, az azt jelenti, hogy az egész
permutacié egyetlen ciklus, tehat mind az n tanulét megmozgatja. Az elsének
felall6 tanuld jegye most m — 1 masik helyre szdélhat, a kovetkez6é a maradé n — 2
helyre stb., ez dsszesen (n — 1)! lehetéség, a permutécidk 1/n-ed része. Ez a keresett
valészinliség. (A megoldds egy mondatban: n elem ciklikus permutédciéinak szama
(n —1)!, vagyis a permutacick n-ed része.) Ugyanigy kiszdmolhaté az is, hogy 1/n
a valésziniisége annak, hogy pontosan k tanulénak kell feldllnia, azaz, hogy az adott
tanul6 egy k elemi ciklusban van benne. A szdmolast az olvaséra bizzuk, helyette
egy masik megoldast mutatunk.

2. megoldas. A 3. feladat 3. megoldasanal alkalmazott Gjrakddolas is egyszeri
valaszt tesz lehetévé mindkét kérdésre, és megvan az az elénye, hogy szamolni sem
kell.

a) Pontosan akkor kell mindenkinek feldllnia, ha a permutécié Gjrakédoldsa-
ban az 1-es all az utolsé helyen. Minthogy az wjrakddolds utdn az 1-es barmelyik
helyen ugyanolyan valdsziniiséggel dll (hiszen minden permutdcié pontosan egyszer
szerepel az uUjrakdédoldsndl is), ezért 1/n valdszinliséggel all az utolsé helyen. fgy
ennyi a valészinilisége annak is, hogy mindenkinek fel kell allnia.

b) Az 1-es a k-adik helyen is ugyanezzel a valdsziniiséggel 4ll, {gy csak annyit
kell meggondolnunk, hogy ugyanaz marad a valasz, ha nem az utolsé helyen iilé
tanulé all fel el0szor, hanem az elsd helyen iil6.

Ebben az esetben viszont mar az a kérdés, hogy milyen valészintiséggel szerepel
az 1 egy pontosan k elemil ciklusban. Amire a vélasz az, hogy ahanyszor pontosan
a k-adik helyen &ll az ujrakédolasban. Es ez minden k-ra egyforma, tehdt 1/n.

A megoldasban kapott eredmény permutdcidkra atfogalmazva igy szol:
Tétel. Legyen n és k tetszdleges pozitiv egész szam, k < n. Tekintsiik n elem

tosan k hosszi ciklusban szerepel, k értékétdl figgetlenil 1/n.

Suranyi Laszlé
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{ )a; EGMO 2018, Firenze
(PO

Az idei Eurépai Lany Matematikai Didkolimpia (EGMO) Olaszorszigban ke-
riilt megrendezésre. Kis csapatunk (Janzer Lili, Kerekes Anna, Kocsis Anett és
Vanké Miléna) méajus 9-én repiilére széllt és Pisdba utazott. Megnéztiik a ferde
tornyot és a belvarost, elkészitettiik a kotelez6 fényképeket, majd vonattal jutot-
tunk el Firenzébe, ahol mar kisebb fogaddébizottsag vart rank: egy alban fid, aki
a tovabbiakban segitette csapatunkat és egy félig magyar, félig roman lany. Utébbi
magyarul koszontott minket, igy meg voltunk lepve, hogy 6 nem a mi csapatunkat,
hanem az freket fogja kisérni.

Masnap a megnyitéra keriilt sor. Eddigi életem soran sok ilyen eseményen
vettem részt, de ennyire szérakoztaté nem sok volt kozottiik. Az olasz szervezik
kisebb komédidt vardzsoltak a szinhdz szinpaddra. Az iinnepség végén felvettiik
egyen pulcsijainkat, magunkhoz vettiik a magyar zdszlot és integetve vonultunk
végig a szinpadon. Ebben a lezard részben nem csak az volt érdekes, hogy egy cso-
délatos szinhaz szinpadarol mosolyogtunk a nézékre, hanem a csapatok sorrendje
is. Nem a szokdsos médon ABC rendben hivtak az orszagokat, hanem atlagéletkor
alapjan névekvo sorrendben.

Ebéd utdn besétaltunk a varosba. Végigsétaltunk a folyé mentén. Megnéztiik
az aranymivesek hidjat és a démot. Miutan eleredt az es6, hazasiettiink.

A kovetkez6 két napon lezajlottak a versenyek. Kicsit izgultunk, de csapatve-
zetéink (Zoli és Panna) biztatdsa megtette hatdsat, és sokkal jobb kedvvel mentiink
be a termekbe. A feladatok kozott sok érdekes volt és 6sszességében élveztiik a gon-
dolkodast. Végiil 2 eziist- és 2 bronzérmet szereztiink és hetedikek lettiink az orsza-
gok listdjan. Bar ez egy egészen jé eredmény, kicsit sajnéltuk, hogy mindannyian
1 vagy 2 ponttal maradtunk le a jobb éremrol.

Természetesen nem hagytuk, hogy ez nagyon lelombozzon és a koordindlas
napjan remekiil éreztiik magunkat a kirdnduldson. A szervezk Pisdba vittek el
minket, ahol egy idegenvezet6 mesélt nekiink a varos torténelmérdl, majd egy pizzé-
ridban ebédeltiink. Miutan jél belakmaroztunk és megkdstoltuk a kozeli cukraszda
fagyijat, tovdbbmentiink Luccaba. Itt mar csak par érat toltottiink, de igy is nagy
élmény volt. A kisvarosban sétdlva sorra leltitk meg a szebbnél szebb templomokat,
a kellemesebbnél kellemesebb cukraszdékat és a jobbndl jobb képeslapokat.

A 74r6 ceremoniéra is Firenze egyik szinhazaban keriilt sor, majd egy gyonyori
palotdba mentiink vacsorazni. Az étel remek volt, bar ez minden ételrdl elmondhatd,
amit az 1t soran kaptunk, a hely pedig egyszeriien mesés.

Ezutan mér csak a hazautazds volt hatra, de tutkozben még megélltunk
Bolognaban, ahol sétaltunk egyet, majd megkodstoltunk egy-két édességet és el-
indultunk a reptérre.

fgy visszagondolva jobb dolgunk nem is lehetett volna. Gyonyorii helyen vol-
tunk, finomakat ettiink és remekiil éreztiik magunkat.

©

EGMO 2018 csapat
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EGMO 2018/2019 felhivas

2019. aprilis 7. és 13. kozott Ukrajnaban, Kijevben rendezik a nyolcadik Euré-
pai Lény Matematikai Didkolimpidt, az EGMO-t (www.egmo.org). J6vére is négy-
fés csapattal indulhatunk, melynek Osszetétele 2019 elején deriil ki. A vélogatas
szempontjai: vdlogatéversenyek (2018 Gszén és 2019 elején) — kis mértékben az el-
mult évi is —, orszagos versenyek (matematika OKTV, Kiirschdk J6zsef Matematikai
Tanuléverseny, Arany Ddniel Matematikaverseny), a KéMaL A és B pontversenyei
és az évkozi munka.

A versenyen vald sikeres szerepléshez, illetve a kiutazé csapatba keriiléshez is
alapvetden nélkiilozhetetlen az alapos felkésziilés, ezt tobbféleképpen is szeretnénk
segiteni. Ev kizben idékozonként kiildiink az érdeklédéknek (tematikus) feladat-
sorokat; az ezekre kiildott megoldasokra személyesen is visszajelziink, illetve lehet
kérdezni is. Emellett az 6szi véalogatdig legeredményesebb didkok részt vehetnek
a téli brit-magyar kozos IMO felkészité taborban. A két valogatd Osszesitett ered-
ménye alapjan a legeredményesebb didkok részt vehetnek az intenziv felkészitd
hétvégén.

Erdemes minél elobb, akar mar kilencedikesként bekapcsolédni, minden lany
jelentkezését szeretettel varjuk, akit érdekel a versenyrészvétel lehetGsége és nem
riad vissza attél, hogy ezért komolyabb munkét fektessen be!

Aki szeretne részt venni a valogatasban és felkésziilésben, vagy barmilyen kér-
dése van, irjon minél el6bb az egmo.hungary@gmail.com cimre, vagy jelentkezzen
a honlapon leirtak szerint: http://www.cs.elte.hu/ "nagyzoli/EGMO.html.

Nagy Zoltan Lérant, Kiss Melinda Flora és Fekete Panna

Gyakorlé feladatsor
emelt szintili matematika érettségire

I. rész

1. Adjuk meg azon P(z;y) pontok halmazit, amelyek koordindtdira teljesiil:
a) (2% —y?)(a® +y* —4) = ;
b) (22 —y)” + (2% + y* — 14y +36)" = 0. (11 pont)

2. A SzAMADO és az ADOSzAM egy-egy olyan hatjegyt, a SzAM és az ADO
pedig egy-egy olyan haromjegyii szdm, amelyben az Sz, A, M, A, D és O betiik
kiilonb6z6 pozitiv szamjegyek.

a) Mennyi a SzAM + ADO &sszeg, ha SzZAMADO + ADOSzAM = 678 6787

b) Adjuk meg a SzZAMADO szdmot, ha még azt is tudjuk, hogy Sz > A,
valamint SzAM - ADO = 90 585.

¢) Mennyi az ADOSzAM, ha 7- ADOSzAM = 6 - SZAMADO? (12 pont)
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3. A Szép Utazédsok iroda tdjékoztatojaban a repiilégépen szallithatéd csoma-
gokrol ez olvashato:

»Az iroda §ltal bérelt jaratokon 15 kg/f6 feladott poggydsz és 1 db 8 kg/f6 ké-
zipoggyasz szallitdsa dijtalan, a tobbletsulyért fizetni kell. Mindegyik poggyasznak
téglatest alakunak kell lennie. A feladott poggydsz egyik élhossza sem lehet tobb,
mint 150 cm, és a hdrom kiilonb6z6 irdny €l hosszanak 6sszege nem haladhatja meg
a 220 cm-t. A kézipoggydsz maximalis hossza 56 cm, maximalis szélessége 45 cm,
maximélis mélysége 25 cm lehet, azonban a harom méret 6sszesen nem haladhatja
meg a 115 cm-t.”

a) Bea kézipoggyasznak vald kisboréndot vésérol az utazdshoz. A boltban
a megfelel6 bérondok egyik élhossza 25 cm. Szeretné, ha az élhosszak Osszege
a megengedett maximalis, ugyanakkor a bérénd felszine 8500 cm? lenne. Milyen
méreti bérond felelne meg ezeknek a feltételeknek?

b) Léaszlé az utazishoz bérondot szeretne vasarolni, amibe a feladhaté pogy-
gyaszként engedélyezett 15 kg-ot bepakolhatja. A neki tetszo borondok egyik élének
hossza 40 cm volt. Milyen méreti bérondot vélasszon ezek koziil, ha szeretné, hogy
a térfogata maximadlis legyen? Mekkora lesz ekkor a bdrénd térfogata? (14 pont)

4. A Févérosi Nagycirkusz 13 méter &t-

méréjli porondjanak vazlatat mutatja az dbra.
A vizi cirkuszi el6addsban a porond Kkilenc,
azonos teriiletil része fiiggélegesen, le-f6l moz-
gathatd.

a) Mekkora a porond kézepén ldthaté sza-

¢ Dbélyos nyolcszog teriilete?

b) A nyolc egybevagd (trapézszeril) sik-
idomot a koénnyebb mozgatias miatt korben
egy nagyon specialis anyaggal boritottak. Eh-

D hez el6zetesen meg kellett hatarozni ezeknek

a sikidomoknak a keriiletét. Mekkora a kerii-

lete az ABC'D trapézszerii sikidomnak?
¢) A nyolc egybevigé sikidom fiiggbleges mozgatdsdhoz megépitett szerkezet
miatt minden ilyen sikidom alatt sziikség volt egy 4tlds merevitére. Adjunk képle-
tet az AC merevitd hosszdra az adbra x és y hosszisagi szakaszdnak ismeretében.
(A képletben eléfordulé szogliiggvényértékek négy tizedes jegy pontossiggal szere-
peljenek.) (14 pont)

I1. rész

5. Rebeka 1j szemiiveget vaséarol, de nem szeretné, hogy a lencsékért 25000 Ft-
nal tobbet fizessen. A szakiizletben kideriil, hogy ha hagyoméanyos lencsét vésarolna,
akkor 4280 Ft-ot fizetne a két lencséért. Rebeka tudja, hogy a mindséget a kiilon-
b6z6 tipusi bevonatok javithatjak, ezért tiikkrozodésmentes és karcolds mentes be-
vonatot kér a lencsékre. A bevonatok mindegyikének 99 Ft/cm? az dra. (A lencsék
feliiletét siknak vehetjiik.) Azt is eldéntotte, hogy a hagyoményosnél vékonyabb
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lencsét szeretne valasztani. A készlet szerint ez lehet 10, 20, 30, 40, illetve 50%-kal
vékonyabb. Ezeknek a lencséknek az ara a hagyomanyoshoz képest rendre 40, 80,
160, 320, 640%-kal dragabb.

Egy lencse hatdrvonaldt az f(z) =2 — %xQ ésag(x) = % — 5 hozzérendeléssel
megadott fiiggvények grafikonja altal meghatdrozott sikidom hatdrvonala adja.
A koordinatarendszer egysége 5 mm-rel egyenld. Mekkora teriiletii részt foglal el egy
lencse az asztalon? A hagyomanyos lencséhez képest hany szazalékkal valaszthat
vékonyabb lencsét Rebeka? (16 pont)

6. A Rubik-kocka feltaldlasanak évforduldjara diszdobozos kiadést terveznek.
Az egyik véltozat szerint legyen a doboz egy olyan négyoldalu szabdlyos gula,
amelynek alapéle ugyanolyan hosszi, mint az oldaléle. Az elképzelés szerint a kocka
egyik lapja illeszkedik a gila alaplapjara, az ezzel parhuzamos lap csicsai pedig
a gula oldaléleire.

a) Mekkora legyen a doboz éleinek hossza, ha a Rubik-kocka élhosszisiaga:
a =57 cm?

b) A sok-sok terv koziil azonnal elvetették azokat, amelyeknél a jéték a doboz
35%-4t sem tolti ki. A fenti terv megfelelé-e ezen feltétel ismeretében? (16 pont)

7. a) A tizes szdmrendszerben felirt egyjegyfii a, kétjegyti ab és haromjegyti
abb szidm ebben a sorrendben egy szdmtani sorozat els6, mésodik és tizenkettedik
tagja. (Azonos betiik azonos, kiilonbozé betiik kiilonbozd szamjegyeket jelolnek.)
Hény darab megfelel6 kétjegyli szam van? Mennyi a legnagyobb megfelel kétjegyii
szam esetén a szamtani sorozat els6 20 tagjdnak Gsszege?

b) A pozitiv szdmokbdl all6 (a,,) mértani sorozat kilenc egymadst kovetd tagja-
bdl képezziink harom szamot gy, hogy osszeadjuk az els6é harmat, aztan a kovet-
kez6 harmat, és végiil az utolsé harmat. Mutassuk meg, hogy az igy kapott harom
szam tizes alapu logaritmusa egy szamtani sorozat hiarom egymast kovetd tagja
lesz. (16 pont)

8. Az ABCDEFGH téglatestben gy jeloltiik a cstucsokat, hogy az ABCD
alaplapra az AE, BF, CG és DH élek mer6legesek. Tudjuk, hogy a HAD szog
30°-0s, a FAB szog pedig 60°-os.

a) Mekkora az AF H haromszog teriilete, ha a téglatest térfogata 3375 cm3?
b) Mekkora szogben hajlik a téglatest AG testdtldja az ABCD laphoz?

¢) Dévid a téglatest dbrajit a 8 csiicesal, a 12 élével és az AH, valamint AF éllel
egy grafnak tekinti. Barbara pedig a hianyzo élek berajzolasaval készitett egy teljes
grafot. Azt éllitja, hogy rajzolds k6zben minden csicsot érintett, viszont egy élt csak
egyszer rajzolt meg, és kozben a ceruzdjat nem kellett felemelnie a papirrol. Miért
tartjuk ezt hihetonek? Melyik csicsbdl kezdhette a rajzolast, és melyik csicsba
érkezhetett? (16 pont)
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9. Legyen n pozitiv egész szam. Adottak az aldbbi sorozatok:

{an} = {lg(n +1)};
(b} = {n3—5n2—n+5};

n+1

{en} = {|n—|—2| + |n—6|}.

Valaszoljunk (indokldssal) mindharom esetben, hogy a sorozat alulrdl, feliilr6l
korlatos vagy nem, illetve monoton vagy nem. Ha van, adjunk meg egy alsé, illetve
fels6 korlatot. (16 pont)

Szamadd Laszlé
Budapest

Megoldasvazlatok a 2018/6. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Egy szabdlyos n-szég alapi egyenes hasdb lapdtldinak szdma, testdtloinak
szama €s a 24 valamilyen sorrendben egy szamtani sorozat eqymdst kévetd tagjait
alkotjdk. Hatdrozzuk meg n lehetséges értékeit. (11 pont)

Megoldés. A lapatlokbdl kétfajta van, az oldallapokon és az alaplapokon.
Minden oldallapon 2 lapdtlé van, igy ezekbdl sszesen 2n van. Az alaplapokon

@ lapatlé van, igy ezekbél dsszesen n(n — 3) van. Tehdt dsszesen

2n+n(n—3)=n*—n

lapatlé van.

Szemeljiik ki az egyik alaplap egy tetszOleges csicsat. Ebbol n — 3 testatlo
hizhaté. Igy Gsszesen n(n—3) = n? — 3n testatlé van. Tehdt valamilyen sorrendben
az n? —n, n? — 3n és a 24 egy szamtani sorozat egymdst kovetd tagjait alkotjk.
Nem a konkrét sorrendjiik a lényeges, hanem az, hogy melyik van kozépen. Ezek
alapjdn 3 esetet vizsgalunk meg és felhasznaljuk, hogy szdmtani sorozatnil egy
elem megegyezik a téle szimmetrikusan elhelyezked6 tagok szamtani kozepével.

1. eset: Ha n? — n van kozépen, akkor

23 24
nz—n:%, nf4+n—-24=0,

ennek nincs pozitiv egész megoldasa.

2. eset: Ha n? — 3n van kozépen, akkor

n—3n=— """ p%2_5p—24=0,
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ennek gyokei —3 és 8. Tehat ekkor n = 8.
3. eset: Ha a 24 van kozépen, akkor
n?—3n+n?—n

24 = 5 ., n?—2n—24=0,

ennek gyokei —4 és 6. Tehat ekkor n = 6.
Tehat n lehetséges értékei 6 és 8.

Ellendrzés. n = 6 esetén 30 lapatldja és 18 testatloja van a hasdbnak és a 18; 24;
30 valéban szamtani sorozatot alkotnak. n = 8 esetén 56 lapatléja és 40 testatloja
van a hasdbnak és a 24; 40; 56 valéban szdmtani sorozatot alkotnak.

2. Tekintsik a kovetkezd dllitdsokat.
A: Két irraciondlis szam 0sszege mindig irraciondlis.
B: Van olyan szamsorozat, amely korldatos, nem monoton és nem konvergens.

C': Ha egy dtponti egyszerti graf minden csicsa legaldbb harmadfoki, akkor
biztosan tartalmaz kort.

a) Déntsiik el, hogy igazak vagy hamisak az dllitdsok. Vilaszainkat indokoljuk.

(8 pont)
b) Fogalmazzuk meg a C dllitds megforditasdt. Déintsiik el, hogy igaz vagy hamis
az dllitds megforditdsa. Vilaszunkat indokoljuk. (4 pont)

Megoldas. a) Az A &llitds hamis, ugyanis /2 + ( — \/5) = 0. Ismert, hogy
V2 irraciondlis, fgy nyilvén —+/2 is irracionélis.

A B 4llitas igaz, pl. a, = (—1)". Nyilvan korldtos, a korldtok —1 és 1. Nem
monoton és jol ismert, hogy nem konvergens.

A C allitas igaz. Mivel az 6tpontu grafunk egyszert és minden csticsa legalabb
harmadfokt, ezért minden csicsdnak foka 3 vagy 4. Az nem lehet, hogy minden
csics foka 3, mert ekkor a fokszamosszeg nem lenne paros. Tehat biztosan van
negyedfoku csucs. Ekkor barmely masik élt berajzolva a grafba mar kor képzodik.

Megjegyzés. Az Gn. Dirac-tétel miatt a C-ben 1évé grafban Hamilton-kor is biztosan
van.

b) A C éllitds megforditésa:

Ha egy otpontu egyszerli graf tartalmaz kort, akkor minden cstcsa legalabb
harmadfokd.

Ez hamis allitds, rengeteg ellenpélda adhato. Egy a sok koziil, ha berajzolunk
egy harom hosszi kort és a masik két cstics izoldlt pont lesz.

3. Egy négyszog két szomszédos oldaldnak hossza 3, illetve 4 cm, kozbezdrt
szogiik 60°. A négyszdg hur- €s érinténégyszog is egqyben.

a) Mekkora a négyszég mdsik két oldala? (7 pont)

b) Szamitsuk ki a négyszig beirt és kioré irt korének sugardt. (7 pont)

(Vilaszainkat cm-ben, két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg.)
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Megoldas. a) Hasznaljuk az dbra jelolé-

W seit. A négyszog C csicsandl 1évo szoge 120°,

mivel ABCD hurnégyszég. Ha a CD oldal

1 hossza x, akkor a BC' oldal hossza x + 1, mi-

vel a négyszog érinténégyszog. Irjuk fel az ABD
héromszogben a koszinusztételt:

60°
A 1 B BD?*=3%+4*—-2-3-4-cos60°,

innen

BD =+13.
frjuk fel a koszinusztételt a BC' D haromszogben:
4 (x4+1)° =22 (z+1)-cos120° = 13.

Innen 22 + z — 4 = 0, a szdmunkra megfeleld gyok

V17T -1 V17T+1
x:Tzl,%cm, igy x+1=T+%2756cm-

Tehat a hidnyzé oldalak két tizedesjegyre kerekitve 1,56 cm és 2,56 cm hossztak.
b) A beirt kor sugardt a T = rs Osszefiiggésbol hatdrozzuk meg.(Ez a képlet
minden érintésokszogre igaz.) Mivel
3+44 1,56+ 2,56
S =
2

= 5,56 cm

és

3-4-sin60° 1,56 - 2,56 - sin 120°
2 * 2

Tapcep = Tapp +Tpecp = ~ 6,93 cm?,

ezért r = % ~ 1,25 cm.

A négyszog koré irhaté korének sugara megegyezik az ABD hdromszog koré
irhato korének sugaraval, igy az R = Z—gf képlet segitségével kapjuk, hogy

R 3-4-/13
~ 4. 34sin60°
) 2

~ 2,08 cm.

Tehat a beirt kor sugara 1,25 cm, mig a koré irhaté kor sugara 2,08 cm.

Megjegyzés. A koré irhaté kor sugardt az R =
hattuk volna.

Seino Osszefiiggésbél is meghataroz-

4. a) Mutassuk meg, hogy az f(x) = gzli fiigguény pdratlan és korldtos fiigg-

vény. (7 pont)

b) Egy gomb alakid higanycsepp n egyforma, kisebb cseppre esett szét. Ezdltal
a kis cseppek 0sszfelszine éppen négyszerese lett az eredeti higanycsepp felszinének.
Hatdrozzuk meg n értékét. (7 pont)
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Megoldas. a) A fiiggvény értelmezési tartomanya a valds szdmok halmaza.
Azt kell megmutatni, hogy tetszéleges valds z-re f(—z) = —f(x).

Mivel f(z) = gz—;i, ezért

27 —1 1-2°
Tom 41l 1420

f(=x) =—f(@).

Tehat a fiiggvény paratlan.

Mivel a fiiggvény péaratlan, ezért elég megmutatni, hogy = > 0 esetén korlatos.
Azt llitjuk, hogy tetszéleges nemnegativ z-re f(z) < 1. Valéban:

20 1 2

=1-— <1
2z +1 2z 41

Tehat a fiiggvény korlatos, korlatok: —1 és 1.
b) Jelsljiik a nagy gomb sugarat R-rel, a kicsi gombok sugardt r-rel. A szétesés
soran a higany térfogata nem valtozik, tehat

4r37  ARm
n- = :
3 3
Innen R = Yn - r, azaz % = ?ﬁ

.. . ’ , .. ¢, mAdrim r\2
Az 6sszfelszin a négyszeresére novekedett, tehat ——5— = 4, azaz n - (E) =4.

1 3 o 4R27
Innen n - Eoi 4, /n =4, n =64 adédik.
Tehat a higanycsepp 64 részre esett szét.

Ellendrzés a feladat szovege alapjan.

I1. rész

5. a) Cinkelt érmét szeretnénk késziteni. A ,Trikkos hatos” nevi jatékban akkor
nyerink, ha az érme hatszori feldobdsakor pontosan négyszer lesz fej és kétszer
irds. Milyen mddon cinkeljiik az érmét (vagyis mekkora legyen a fej dobdsdnak
a valdszindisége), ha a lehetd legnagyobb valdsziniséggel szeretnénk nyerni? (8 pont)

b) Legfeljebb hdny kiilonbozd pozitiv primszdm adhaté meg gy, hogy kozilik
barmely harom dsszege is primszdm legyen?

Adjunk példdt a mazximdlis elemszdmra és mutassuk meg, hogy tobb primszdmot
nem tudunk megadni a kivdnt mddon. (8 pont)

Megoldas. a) Legyen a fej dobdsanak valésziniisége p, az {rdsé 1 — p, ahol
€ [0;1]. A binomidlis eloszlds ismert képlete szerint

6
p(6 dobdsbdl négyszer fej, kétszer irds) = (4) pt(1— p)z.
Ez akkor veszi fel maximumét, amikor p* - (1 — p)2 = p® — 2p° + p* maximalis.
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1. megoldds. Tehat az alabbi fiiggvény maximumbhelyét kell megkeresniink: f :
[0;1] = R, f(p) =p°® —2p° + p*. A széls6értéket derivalt segitségével hatdrozzuk
meg:

f'(p) = 6p° — 10p* + 4p°.

Megoldjuk az f'(p) = 0 egyenletet:
2p° - (3p” — 5p +2) =0,

innen a gyokok p; = 0; py = %; ps = 1.

f"(p) = 30p* — 40p3 + 12p? és f”(%) < 0 adddik, tehdt p = %—ban helyi maxi-
muma van a fiiggvénynek. Mivel f(0) = f(1) =0, ezért p = % globalis maximum-
helye is a fiiggvénynek.

Megjegyzés. A fliggvény menetének vizsgalata torténhet tabldzatos mddszerrel is.

II. megoldds. A maximum helyét derivalas nélkiil, kozepekkel is meg tudjuk

hatarozni:
6/P P P
2 2 2

azaz p* - (1 — p)2 < % és egyenléség fenndlldsa g =1-p,p= % esetén.

b) A 2 nem szerepelhet a kivdlasztott primszdmok kozott, mivel mésik két
paratlan primet hozzaadva 2-nél nagyobb pédros eredményt kapunk, igy nem le-
het prim. Tehat csak paratlan primekkel dolgozunk. A primeket 3-mal valé osztasi
maradék alapjan harom csoportba soroljuk: az els6 csoportban lesznek a 3-mal
osztva 1, a masodikban a 3-mal osztva 2 maradékot adé primek és a harmadik cso-
portba egyediil a 3 keriil, mivel az egyediili prim, ami oszthaté 3-mal, maga a 3.
Vildgos, hogy az elsé és a mésodik csoportbdl is legfeljebb két elemet vélasztha-
tunk, mivel ha legaldbb harmat vennénk beldliik, 6sszegiik 3-nél nagyobb, 3-mal
oszthaté lenne, igy nem lenne prim. Az is konnyen latszik, hogy ha mindharom
csoportbdl valasztunk, akkor sszegiik ismét 3-mal oszthaté lenne. Tehat legfel-
jebb négy primet tudunk a feltételeknek megfeleléen megadni és azt is csak tugy, ha
két-két elemet valasztunk az els6 és a masodik csoportbdl.

4-8+2-(1-p)

W=p)-p s =2 o

[Nl last

Némi prébalkozas utan megtalalhatjuk pl. az alabbi primeket: 7; 11; 13; 23.
Konnyt ellendrizni, hogy ezek valéban jok.

6. a) Egy csalddban hdrom gyerek van: Anna, Béla és Csaba. Minden nap
kisorsoljdk, hogy ki vigye le sétdltatni kutydjukat, Buksit (egy kalapba teszik eqy-egy
céduldra irva a neviket, majd hiznak egy céduldt).

Hdny olyan sorsolds van, amelynél egy hetes iddszakot véve, minden gyerek
sorra keril a kutyasétaltatds sordn? (9 pont)

b) Igazoljuk (teljes indukcidval vagy mds mddszerrel), hogy ha n > 9 pozitiv
egész szdm, akkor 2" > 32n. (7 pont)

Megoldas. a) 1. megoldds. Azon sorsoldsok szamét, amikor mindenki sorra
keriil, komplementer segitségével adjuk meg. Az Gsszes sorsoldsok szdma 37 = 2187.
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A komplementer azokat az eseteket tartalmazza, amikor 1 vagy pontosan 2 gyerek
keriil sorra. Azoknak az eseteknek a szdma, amikor 1 gyerek keriil sorra, nyilvan 3.
Azoknak az eseteknek a szdma, amikor pontosan 2 gyerek keriil sorra,

(g) (27 —2) = 378,

ugyanis el6szor kivalasztjuk, hogy melyik 2 gyerek fog sorra keriilni a hét folyaman,
ez (% . Ezutén a kivalasztott 2 gyereket 27-féleképpen lehetne beosztani a héten,
de ezekbdl az esetekbdl 2 nem lesz j6, amikor csak az egyikiik van kisorsolva. Tehat
2187 — 378 — 3 = 1806 olyan sorsolds van, amikor mindharom gyerek sorra keriil.

II. megoldds. A feladatot gy is megoldhatjuk, hogy megnézziik, a 7-et hany-
féleképpen lehet felbontani pozitiv egész szamok Osszegére. Négy eset adddik:
1. eset: 54+ 141, ebbdl (?) -7 -6 = 126 sorsolas van;

2. eset: 4+ 2+ 1, ebbdl 3! - (D . (3) = 630 sorsolas van;

3. eset: 3+ 3+ 1, ebbdl (?) . (;) . (g) = 420 sorsolas van;

4. eset: 342+ 2, ebbdl (i’) . (;) . (;L) = 630 sorsolas van.

Osszesen 126 + 630 + 420 + 630 = 1806 sorsolds lehetséges.

b) Teljes indukciéval bizonyitunk.

n = 9—re: 27 > 32 -9 igaz, hiszen 512 > 288.

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, azaz ha n > 9 régzitett, akkor 2™ > 32n.

Beldtjuk, hogy ekkor (n + 1)-re is igaz az allitds, azaz 2"+! > 32 (n + 1).

Valéban: 2"t =2.2">2.32n=32-2n=32-(n+n) > 32-(n+ 1), tehat
27+l > 32. (n+1). Az elsé becslésnél az indukcids feltevést hasznaltuk fel, mig
a méasodikndl azt, hogy n > 1. Ezzel az allitast belattuk.

7. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenletet: (8 pont)
tgx - sinde = -
gz -sinde = o

b) Adjuk meg azokal a t pozitiv egész szamokat, amelyekre a fenti egyenletnek
a [2018; t] intervallumon pontosan 2018 darab valds megolddsa van.

Szamitdasaink sordn a ™ minél pontosabb értékével szdmoljunk. (8 pont)

Megoldas. a) Elészor is tegyiink kikotést az egyenletben szerepld kifejezé-
sekre. cosx # 0, azaz x # g + km, ahol k € Z. Az egyenlet megolddsa sorén felhasz-

naljuk a sin 2z = 2sinz cosz és a cos 2z = 1 — 2sin? = addiciés képleteket.
1 sinx

tgx - sindr = —,
2 Ccos T

1
- 2s8in 2z - cos 2x = ok

sinx

. . 9 1
-2-2sinzcosz - (1 —2sin“z) = -,
cos T 2
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1
sin?x - (1 —2sin’z) = 3’ 16sin* x — 8sin®2 + 1 = 0,
) 2 ) 1
(4sin“z—1)" =0, sin“z= T
. 1 . 1
sinz = 5 vagy sinz = —3.
Ezen egyenletek megoldésait dsszevonva adédnak a megoldasok: z1 = % + kmw
és 1o = —% + km, ahol k;l € Z.
Ezek a megoldasok nem ellentmondodak a kikotéssel. EllenOrzés vagy végig
ekvivalens atalakitdsokra valé hivatkozés.
b) frjuk le egymads utan az egyenlet par megoldasat:

o Im br w w 5w Tm 1llw 13w
tt 6 3 6 ) 6 3 6 ) 6 ) 6 ) 6 ) 6 A
Eszre lehet venni, hogy a megolddsok a m egész szamu tobbszoroseitdl éppen % ta-
volsagra szimmetrikusan helyezkednek el. Mivel 642%7r < 2018 és 642%7r > 2018, igy
az els6 megoldaspar, ami beleesik a kivant intervallumba: 642%77 és 6431 7. Mivel
2018 darab megoldasnak kell benne lennie az intervallumban és a megoldasokat pé-
roséaval érdemes felirni, ezért — mivel az els6 megoldaspar a 6437-re szimmetrikus —
az 1009. par az 16517-re lesz szimmetrikus: 1650%7r és 1651%71 Tehéat olyan t po-

zitiv egész szémot kell megadni, amelyre 1651%7 € [2018;¢] és 1651%71' ¢ [2018;¢].
Innen adédnak t lehetséges értékei: t; = 5188 és to = 5189.

8. Hiuzzunk érintéket az y = x2 parabola A(—1;1) és B(2;4) pontjaiba.
a) Irjuk fel az érinték egyenletét. (3 pont)
b) Mutassuk meg, hogy az érinték a C’(%; —2) pontban metszik egymadst.
(2 pont)
A parabola két részre osztja az ABC hdromszdget, eqy konvexre és eqy kon-
kdvra.
¢) Szamitsuk ki az ABC' hdromszdg teriiletét. (5 pont)

d) Hatdrozzuk meg a konver és a konkdv alakzat teriiletét. (6 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Az érinté meredekségét derivalt segitségével hatéd-
rozzuk meg: y' = 2. Az e egyenes egyenlete y — 1 = —2(z + 1), azaz y = —2x — 1,
az f egyenes egyenlete y — 4 = 4(z — 2), azaz y = 4o — 4.

II. megoldds. Az érint6k egyenletét y = max + b alakban is kereshettiik volna.
Felhasznaljuk, hogy a pont illeszkedik az egyenesre és felirjuk az érintési feltételt,
mely szerint a kapott masodfoku egyenlet diszkriminansa 0.

Az e egyenletét igy meghatarozva: y =max +0b, A€e, igy 1=—m+0b, b=
=1+m, innen y =ma + 1+ m. Ez az e egyenes és az y = 2% parabola érintik
egymast, igy az 22 = mx + 1+ m, azaz 22 — ma — (1 +m) = 0 egyenlet diszkrimi-
nansa 0, azaz m? +4(1+m) = 0, innen m = —2 és y = —2x — 1 adédik. Az f egyen-
lete ugyanigy adddik.
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b) Meg kell oldanunk az y = —2x — 1 és az y = 4z — 4 egyenletekbdl 4116 egyen-

letrendszert. Innen —2x — 1 =4z —4, ¢ = % ésy = —2.
¢) Az ABC hiromszog koré egy téglalapot u
rajzolunk. ’
Fr—+ B
Tapc =Tpesr —Tacp — Tece — TaBr = € 5l
9 9 9 27 2
=18—-——-—= = — f
4 2 2 4 A 1t
Megjegyzés. Az ABC haromszog teriiletét pl. gy - G H
is kiszdmolhattuk volna, hogy (skaldris szorzattal vagy w32 - K 3z
koszinusztétellel) kiszdmoljuk a C-nél 16v6 szogét és -t
az AC, BC oldalakat, majd hasznaljuk a trigonomet- De—2 E
rikus teriiletképletet. c

d) A konvex alakzat teriiletét gy kapjuk meg, hogy kiszdmoljuk az ABHG
derékszogli trapéz teriiletét és abbdl kivonjuk a parabola alatti teriiletet (melyet
integralassal kapunk meg).

N ©

2
1+4 15 317 15
TABHG:%'SZ?a /372(1.'17: |:$:| =3, Tkonvex:7—3:
-1
21

Innen a konkav alakzat teriiletét méar konnyen megkapjuk: Tyonksy = % — % =

[N Ne}

Megjegyzés. Be lehet latni, hogy ha az eredeti A és B pontok tetszélegesek, akkor is
fennall, hogy Tkonvex = 2 * Tkonkév-

9. A Bdastya SE sakkcsapata nemrég indult eldszér a nemzeti csapatbajnok-
sagban. Egy taldlkozon 2 csapat kiizd meg eqgymdssal, mindkét csapat 12 jatékossal
jatszik. Ennek a 12 jdtékosnak van eqy eldre régzitett erdsségi sorrendje és az eqyik
csapat legerdsebbje jdtszik a mdsik csapat legerdsebbjével, a mdsodik legerdsebbek
18 egymdssal, stb. fgy egy taldalkozon 12 partira keril sor. Egy partinak 3 kimene-
tele lehet: gydzelem esetén 1, vereség esetén 0, mig dontetlen esetén fél pontot kap
a jdatékos. Tegyiik fel, hogy egy-egy parti kimenetele nem fiigg a jatékosok sakktudd-
satol, mindegyik kimenetel egyformdn valészind. A csapat altal elért pontszamot gy
kapjuk meg, hogy dsszeadjuk az egyes csapaton beliili jatékosok dltal elért pontokat.

a) Mutassuk meg, hogy csak gy lehet dontetlen (azaz amikor 6 pontot ér el
mindkét csapat) egy talalkozd, ha egy csapaton belil ugyanannyiszor nyernek és
veszitenek. (2 pont)

b) Mennyi annak a valdszindsége, hogy — a fenti feltételek mellett — a Bdstya
SE dintetlent ér el elsé mérkdzésén? (7 pont)

¢) Mennyi annak a valdszindsége, hogy az elsé hdrom taldlkozdjuk dintetlen
lesz és a negyedik meccset megnyerik? Az egyes taldlkozokon elért eredményeket
eqymdastol fiiggetleneknek tekinthetjik.

Vilaszainkat négy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg. (2 pont)
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A csapat legjobb gontszerzé’je 9 partit jatszott az idény folyamdn. Az dltala
szerzett pontok dtlaga 5, mig a szérdsnégyzete .

d) Hatdrozzuk meg, hogy a jatékos hdny partiban nyert, vesztett illetve ért el
dontetlent. (5 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A csapat egy taldlkozén 6sszesen 12 partit jatszik,
ebbdl legyen x nyerése, y vesztése és 12 — x — y dontetlene. Az 6sszpontszédmnak
6-nak kell lennie:

1 z
x-1+y-0+(12—z—y) - - =6, azaz 6—1—5— =6,

2
tehat x = y. Pont ezt kellett megmutatni.

II. megoldas. Vegyiik azt az esetet, amikor mind a 12 partiban dontetlent érnek
el. Ekkor teljesiil, hogy ugyanannyi vereség és gyozelem van. Ha egy dontetlen
helyett pl. egy nyerés lenne, akkor kell egy vesztés is, hogy az atlagos pontszdm
ne valtozzon. Tehét a nyerések és vesztések szdma az eredeti 0-hoz képest mindig
ugyanannyival novekszik. Pont ezt kellett megmutatni.

b) Az el6z6 feladatrészbél kideriil, hogy mely esetekben lehet dontetlen a taldl-
koz6 kimenetele. Ezeknek az eseményeknek a valésziniiségeit meghatarozzuk, majd
a végén Osszeadjuk ezeket.

P(12 déntetlen) =

@3
P(10 dontetlen, 1 nyerés, 1 vesztés) = lngn = %;
P(8 dontetlen, 2 nyerés, 2 vesztés) = (122)3.12(120) = 23?1720;
P(6 dontetlen, 3 nyerés, 3 vesztés) = (1322)1.2 (g) = 183?280;
P(4 dontetlen, 4 nyerés, 4 vesztés) = (1422)1.2 (i) = 31;?250;
P(2 dontetlen, 5 nyerés, 5 vesztés) = (152?))1.2(2) = 1(;?232;
P(0 dontetlen, 6 nyerés, 6 vesztés) = 216122) = %

Ezért P(dontetlen) = B3 ~ 0,1388.

¢) Szimmetria okok miatt egyenl$ annak a valdszin(isége, hogy az adott csa-
pat megnyeri vagy éppen elvesziti a taldlkozdét. A dontetlen valésziniiségét mar
kiszamoltuk, igy a nyerés valdszintisége:

1 — P(dontetlen)
2

P(megnyeri a taldlkozét a csapat) = = 0,4306.
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Mivel a taldlkozok kimenetelei egymaéstol fiiggetleneknek tekinthetok, ezért a vals-
szinliség:

P(els6 harom déntetlen, 4.-et megnyerik) = 0,1388% - 0,4306 ~ 0,001 15.

Tehat a keresett valészintiség kb. 0,0012.

d) A legjobb pontszerzé a 9 meccsbél nyerjen z-et, dontetlent érjen el y parti-
ban és 9 — x — y partit veszitsen el. Ekkor az atlag:
z-1+y-2+0O9—z-y) 0 2

9 3’

innen x + % = 6 adodik.

A szérasnégyzet:

5 z

2
ey 3 vosen
3

innen = + % = % adodik.

A két kapott egyenletbdl &ll6 egyenletrendszert megoldva = =15, y =2,
9 — x — y = 2 adddik. Tehdat a legjobb pontszerzé 5 partit nyert, 2-t elvesztett és
2-ben dontetlent ért el.

Ellenorzés a feladat szovege alapjan.
Fridrik Richard
Szeged

Matematika feladatok megoldasa

B. 4920. Hanyféleképpen lehet 1 x 2-es domindkkal dtfedés és hézag mélkil
lefedni a 8 x 8-as sakktabla koril felvett 2 egység szélességli szegélyt? (Az dbran
ldthatd két lefedést kiilonbozének tekintjiik.)

(6 pont) Javasolta: Réka Sandor (Nyiregyhdza)
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Megoldas. Eloszor teljes indukcidval azt igazoljuk, hogy egy 2 X n-es tégla-
lapot 1 x 2-es domindkkal Fj,i-féleképpen lehet lefedni, ahol Fj, ;1 a Fibonacci-
sorozat (n + 1)-edik tagjét jeloli (F; = 1, Fy = 1).

A 2 x 1-es téglalap egyféleképpen fedhetd le (Fp = 1), a 2 X 2-es pedig kétfé-
leképpen (2 vizszintes, vagy 2 fiiggbleges, F3 = 2). Tegyiik fel, hogy az allitds igaz
minden 2 x k méretii téglalapra, ahol k < n. Tekintsiik egy 2 x n-es téglalap le-
hetséges lefedéseit és bontsuk ezeket két csoportra attol fiiggden, hogy a bal alsd
sarkuk milyen &lldsi dominéval van lefedve. (Mivel sarokban van, csak kétfélekép-
pen lehet.) Ha fiiggbleges ez a domind, akkor a megmaradd rész 2 x (n — 1)-es,
amit az indukcids feltevés miatt Fj,-féleképpen lehet lefedni. Ha vizszintes, akkor
a bal fels6 sarkot mar csak egyféleképpen tudjuk lefedni, egy vizszintes domino-
val. Ha ezt a 2 domindt letessziik, a megmaradé rész 2 x (n — 2)-es, amit F,_;-
féleképpen lehet lefedni. Ezzel minden esetet megvizsgaltunk, tehat egy 2 X n-eset
F, + F,—1 = F,,41-féleképen lehet lefedni.

Most térjiink at a feladatra. Ha lefedjiitk egy sarkat, és mellétesziink egy
vele parhuzamosat 1-gyel elesisztatva (14sd 1. dbra), akkor a lefedést mér csak
egyféleképpen fejezhetjiik be, mert mindig lesz egy nem lefedett mez6, amit az addig
lerakottak miatt csak egyféleképpen lehet lefedni (pl: a legalsé sor 3. négyzete).

1. dbra

I Ilyen lefedésbél Gsszesen 2 van, mi-
vel a sarkot, ahol kezdtiik az eljarast fiig-
gbleges és vizszintes domindval is le lehet
fedni. (Ha a mésikat valasztjuk, akkor
a fenti dbra 90°-os elforgatottjat kapjuk,
és akarmelyik csticsnal kezdjiik, ennek
2x9 a két lefedésnek a valamelyikét kapjuk.)
Vagyis ha ezeket nem nézziik, akkor a le-
fedésekben nem fordulhat el6 olyan, ami
az 1. abra bal oldalan van, azaz a tobbi
esetben miutdn minden sarkot lefedtiink,
a maradék részt felbonthatjuk 2 X n-es
téglalapokra (2. dbra, az dbran behizott
I R N R szakaszokat nem takarhatja doming).

2x9
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fgy a sakktabla minden oldaldhoz eredetileg egy 2 x 8-as téglalap tartozik, és
a sakktabla mind a négy sarkara lehelyezett 1 x 2-es dominé ezek koziil valamelyik-
nek az oldalét 1-gyel megnéveli. Igy tartozhat 2 x 8-as, 2 x 9-es és 2 x 10-es téglalap
egy-egy oldalhoz, de sem két 2 x 8-as, sem két 2 x 10-es nem tartozhat szomszé-
dos oldalakhoz. Ezeket a feltételeket figyelembe véve nézziik meg, hogy mekkordk
lehetnek az oldalakhoz tartozé téglalapok.

Ha van két 10-es, akkor azok csak egymaéssal szemben lehetnek, a masik ketto
pedig 8-as, mert a két 10-es ,elhaszndlta” a sarkok noévelését. A 10-es oldalpar
kétféleképpen helyezkedhet el.

Ha egy 10-es van, akkor a t6bbi harom csak két 9-esbdl és egy 8-asbol allhat
(kiilonben nem jonne ki a sarkok &ltal nyijtott 4 novelés). A 10-es oldalt 4-féle-
képpen, majd a 8-ast 3-féleképpen helyezhetjiik le, ez 3 -4 = 12 lehet&ség.

Ha nincs 10-es, akkor mindegyik 9-es (kiilonben nem lenne meg a sarkok 4ltal
nyujtott 4 novelés). Ekkor a sarkok 90°-os forgasszimmetridval rendelkeznek, igy ha
az egyiket megvalasztjuk, az meghatarozza a tobbit. Ebbol az esetbdl tehat 2 van.

Minden savot kiilon-kiilon kell lefedni, vagyis Gssze kell szorozni az egyes
lefedhetGségeket. Tehat az eredeti alakzatot Gsszesen

242 -Fy - P -Fy-Fy+12-Fiy - Fio- Fio-Fo+2-Fig-Fig- Fio- Fio =

=2+42-89%.34%2 +12-89 552 .34 + 2 - 55 = 146 458 404
kiilonb6z6 moédon fedhetjiik le.

Szabé Ddvid (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 85 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 41, 5 pontos 7 versenyzé dolgozata.
4 pontot kapott 18, 3 pontot 8, 2 pontot 7 tanuld. 1 pontos és 0 pontos 2-2 tanul6 dolgozata.

B. 4934. Tetszéleges n és k pozitiv egészek esetén jeldlje f(n, k) azt, hogy egy
n X k-as rdcstéglalap egyik dtloja hdany egységnégyzet belsején halad keresztil. Hany
olyan n, k szampdr van, amelyre n > k, és f(n,k) = 2018¢

(4 pont)

Megoldéas. A bal alsé és a jobb felsé csicsot
Osszekoto atlé m — 1 vizszintes és k — 1 fiiggdleges
racsegyenest metsz a téglalap belsejében. Pontosan
akkor halad at egy, a jobb fels6 sarokban 1év6tol
kiilonbozé (racs) egységnégyzet belsején, ha annak
jobb oldali fiiggdleges vagy felsé vizszintes oldalat
metszi.

E metszéspontok szdma 6sszesen (n — 1) + (k— 1) =n+ k — 2. Azonban két
ilyen metszéspont egybe is eshet; ez éppen akkor kovetkezik be, amikor az atlo
a téglalap belsejében 1év6 racsponton halad at. Egy ilyen racspont a téglalap bal

alsé csucsaval egy ni X ki-es racstéglalapot hataroz meg, ahol nﬁl = k—k17 azaz

nky =mk, é 1< n<n, 1<k <k egészek.

Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7 411



Jelolje n és k legnagyobb kozos osztdjat d, ekkor
n=dn*, k=dk*, aholn* és k" relativ primek.
A korabbi osszefiiggésbe helyettesitve:
dn*ky = nidk*, azaz n*ky =nik".

Ebbdl kovetkezik, hogy nik* oszthaté n*-gal, ami a relativ primség miatt csak
akkor kovetkezik be, ha m; oszthaté n*-gal: n; = xn*, ahol x pozitiv egész, és
n*xr <n=dn* miatt 1 < x < d; emiatt ky = xk*.

A téglalap atléjdra es6 belsd racspontok szama tehdt megegyezik x lehetséges
értékeinek szamaval, d — 1-gyel. Ennyi egységnégyzetet az n + k — 2 formulaban
kétszer szamoltunk, igy — az eddig kihagyott jobb fels6 sarok egységnégyzetével
egyiitt —az 4tl6 (n+k—2) — (d— 1)+ 1 = n+ k — d egységnégyzet belsején halad
keresztiil.

Feladatunk ilymédon n + k& — d = 2018 pozitiv egész megolddsainak szamat
kérdezi, ahol (n,k)=d és n > k. Mivel d az n-nek és a k-nak is osztdja, azért
d | 2018 = 2-1009. Az 1009 prim, {gy d szébajové értékei: 1, 2, 1009 és 2018.

1. Ha d =1, akkor az n+ k =2019 = 3-673 egyenlet (n,k)=1, n>k>1
megoldasainak szamét keressiik. A relativ primség feltétele nélkiil a megoldasok
szama 1009 lenne. Ezek koziil azonban nem megfeleléek azok, amelyeknél n és
k is oszthaté 3-mal, 673-mal va%gr 2019-cel. Az ilyen megoldasok sziama rendre
[I%ﬂ] = 336, [%] =1, illetve [%] = 0, igy a valamennyi feltételnek eleget tevd
megolddsok szdma ebben az esetben 1009 — (336 + 1) + 0 = 672.

2. Ha d = 2, akkor az n + k = 2020 = 22 .5-101 egyenlet (n,k) =2, n >k > 1
megoldasainak szamat keressiik. Ez nyilvan ugyanannyi, mint az x + y = 1010 =
=2-5-101 egyenlet (z,y) = 1, z > y > 1 megolddsainak a szdma. Az els§ esetben
alkalmazott szdmolashoz hasonléan ez

o ([ 157 = ) (055 )+ el = [5s)) - (o] ) -

3. Ha d = 1009, akkor az n + k = 3027 = 3 - 1009 egyenlet (n,k) = 1009, n >
> k > 1 megoldésainak szdmat keressiik. Az el6z6 esethez hasonléan ez ugyanannyi,
mint az « + y = 3 egyenlet (z,y) =1, x > y > 1 megolddsainak a szdma, ami nyil-
van 1.

4. Ha d = 2018, akkor az n + k = 4036 = 4 - 1009 egyenlet (n,k) = 2018, n >
> k > 1 megoldasainak szamat keressiik, ami 1, hiszen csak n = k = 2018 felel meg.

A négy esetet Osszegezve, a feladatnak eleget tevé szdmpédrok szdma 672 +
+200+1+1 = 874.

Débréntei David Bence (Papa, Tiirr Istvdn Gimn. és Koll., 12. évf.)
megoldasat felhaszndlva
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Megjegyzés. Ha az m > 2 egész primtényez8s alakja n = p{' - p5? - ... pp*, akkor
barmely m darab egymdst kovetd egész szdm koziil az m-hez relativ primek szdma p(m) =
=pP i —1)-p3? H(p2—1) . ..-pi* T (pr — 1). (Ezt a megolddsban is tobbszor hasznélt
szita formula segitségével (is) bizonyithatjuk.) A fenti megolddsban mind a négy esetben
egy © +y = m tipusi egyenlet olyan egész megolddsainak szamat kerestiik, ahol (z,y) =1
sr>y>1.Itt1<y< [%}, és az (x,y) = 1 feltétel pontosan akkor teljesiil, ha (y, m) =
= 1. Ennek figyelembe vételével tobb megoldé is a ¢(m) képletének alkalmazdsdval ért
célba.

97 dolgozat érkezett. 4 pontos 49, 3 pontos 21, 2 pontos 20, 1 pontos 7 dolgozat.

B. 4946. Az f(x) valds egyiitthatds polinomra igaz, hogy minden, 10-es szdm-
rendszerben 5-re vagy 8-ra végz8dd k pozitiv egész esetén f(k) értéke egész szdm.

a) Igazoljuk, hogy f(0) egész szdm.

b) Mutassunk példdt olyan f(x) polinomra, amire a fenti feltételek teljesiilnek,
de f(1) nem egész szdam.

(6 pont)
Megoldas. a) Az f(x) polinom egyiitthatéi raciondlis szdmok; ennek okéra
a megjegyzésben tériink vissza.

Tegyiik fel, hogy f(z)-nek van nem egész raciondlis egyiitthatdja. Legyen

b b b
flz)="Lz0+ .  + Lz 4+ 2,
Cq c1 co
ahol by, cg, b1, c1,ba, Co, ... egészek, valamint b; és ¢; # 0 relativ primek barmilyen

i-re. Legyen n olyan pozitiv egész, amelynek 10-es szdmrendszerbeli alakja 1-re
végzddik. Ekkor 8n biztosan 8-ra, 5n pedig 5-re végzidik, vagyis f(8n) és f(5n) is
egész.

Két 6-ra végz6do szam szorzata is 6-ra végzddik, egy 6-ra és egy 8-ra végzédo
szam szorzata pedig 8-ra. igy 16™ minden m pozitiv egészre 6-ra végzodik. Ezért
16™ - 8 is 8-ra végzédik, tehat f(16™ -8n) = f(24™T3 . n) egész. Az 5 hatvanyai
mindig 5-re végzédnek, ezért f(5™ - n) is egész.

Tekintsiik a ¢ - ca - c3 - ... - ¢4 szorzatot, és osszuk el a legnagyobb 2-hatviny
osztdjaval, majd a legnagyobb 5-hatvany osztdjdval is. Az igy kapott paratlan, 5-tel
nem oszthatd egész szamot jelolje A, azaz

cr-cac...icqg=A-2°50

Az A-t barmelyik egyiitthat6 nevezdjével (¢;-vel) osztva olyan tortet kapunk,
amelynek egyszertisitett nevezdje csak 2-vel vagy 5-tel oszthaté a primek koziil,
vagy a kapott hanyados egész.

Az A utolso6 szamjegyétdl fiiggden adjuk meg a t egészet a kovetkezOképpen: Ha
ez aszamjegy 1, akkor legyen t = A. Ha 3, akkor TA 1-re végzidik, igy legyen t = 7 A.
Ha 7, akkor legyen ¢ = 3A. Ha 9, akkor pedig legyen ¢ = 9A. {gy ¢ mindenképpen
1-re végzédik, és t/c; vagy egész vagy olyan tort, amelynek a nevezdje nem oszthatd
2-t061 és 5-t0l kiilonb6z6 primmel.
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A fentiek alapjan f(2%¢3 . ¢) egész. Vizsgaljuk ennek az 6sszegnek egy, z—g—tél
kiilonb6z6
bi . 2i~(4e+3) L

Ci

tagjat. A tort egyszeriisitése utdn a nevezében csak 5-hatvany maradhat, mivel
c; legfeljebb 2¢-nel oszthaté. Igy f (24¢F3 . ¢) — £(0) olyan tortek sszege, amelyek
nevezéjében 5-hatvanyok dllnak. Mivel f(24¢+3 .t) egész, azért f(0) is vagy egész,
vagy olyan tort, amelynek nevezdje 5-hatvany.

f(57 -t) is egész a fentiek alapjan. Vizsgaljuk ennek az Gsszegnek is egy, g—g—tél
kiilonb6z6
b; -5 -t

C;

tagjat. Az egyszerisités utdn a nevezOben itt csak 2-hatvany maradhat, mivel ¢;
legfeljebb 5/-nel oszthaté. Tehat f(5f-¢) — f(0) olyan tortek osszege, amelyek
nevez6jében 2-hatvany all. Mivel f(5 1) egész, f(0) is egész vagy olyan tort,
aminek nevezGje 2-hatvany.

A két eredményt osszevetve f(0) sziikségképpen egész.

b) Az f(z) = @=5)(=8) polinom teljesiti a feladat feltételeit: ha a = 10k + 5
vagy b = 10k + 8 alaku szdm, ahol k (nemnegativ) egész, akkor f(a) = k(10k — 3)

és f(b) = (10k + 3)k egészek, viszont f(1) = % nem egész.

Pdéta Baldzs (GyOr, Révai Miklés Gimn., 11. évt.) és
Schrettner Jakab (Szeged, Radnéti Miklés Kisérleti Gimnézium, 11. évf.)
megoldasat felhaszndlva

Megjegyzés. Az interpoldcid tétele szerint, ha ai,...,an+1 péaronként kiillonbozd,
b1,...,bny1 pedig tetszbleges valds szamok, akkor létezik pontosan egy olyan legfeljebb
n-edfoku f(z) polinom, amelyre f(ax) = br minden k =1,...,n+ l-re. Vildgos, hogy két
kiilonb6zd f1(z) és f2(z) polinom nem létezhet ezekkel a tulajdonsdgokkal, hiszen akkor
a kiilonbségiik olyan, legfeljebb n-edfoki, nem azonosan nulla polinom lenne, amelynek
az ai,...,an+1 szamok mindegyike gyoke. Ez azonban lehetetlen, mivel egy nemnulla
polinomnak legfeljebb annyi gyoke lehet, mint a polinom foka.

Miésrészt legyen
f(x) = blLl(x) +...+ bn+1Ln+1(m):

ahol mindegyik

1 (o)
L) = = a)
T (=)

n-edfokd polinom a,-ban 1-et, az Gsszes tobbi aj-ben pedig nullat vesz fel. Az igy eléallitott
f(x) polinom tehdt megfeleld. Az f(x) eme alakjabdl 14tszik, hogy az egyiitthatéi az ax, by
szamokbol véges sok Osszeadas, kivonds, szorzas és osztas alkalmazésaval kaphaték meg;
ebbdl specidlisan kovetkezik, hogy ha az ay, by szamok valamennyien raciondlisak, akkor
f(x) egyiitthatdi is azok.
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A feladatban szereplé polinom fokat jeldlje d. Az interpolécié tételét alkalmazhatjuk
n = d-re, ay = 5"-ra és by = f(5%)-ra, ahol k = 1,...,d + 1; ezek a szdmok egészek 1évén
raciondlisak, ezért az dltaluk egyértelmiien meghatdrozott f(x) egyiitthatéi is azok.

41 dolgozat érkezett. 6 pontos 10 versenyz6: Dobak Daniel, Dobrontei David Bence,
Gaspar Attila, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Péta Baldzs, Schrettner Jakab, Szabd
David, Szabé Kornél, Weisz Maté. 5 pontos 3, 4 pontos 2, 2 pontos 23, 1 pontos 2,
0 pontos 1 dolgozat.

GNTIARY,

&;E,c\ g,
G}
Polygon palyizat matematikabdl g

z

kozépiskolasoknak A

%@o <

/7UDOMA‘*\(€0

A Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézete palyazatot hirdet ko-
zépiskolas didkok (9-12. évfolyam) szamara.
A palyazat téméaja:
Ko6zépiskolai matematikdhoz kapcsol6dé problémak, érdekességek

Ami biztosan ide tartozik: hogyan lehet egy ismert feladatot folytatni, djszerii
és érdekes feladatok vagy triikkds megoldasok, régi korok matematikdja, hétkozna-
pok matematikdja, a matematika és a természettudoméanyok kapcsolata, gyakorlati
alkalmazdsok, informatikai alkalmazésok és kapcsolatok (példdul algoritmusok) stb.
Pélyazni egyénileg lehet, vagy maximum 3 {6s csapattal. A palyamunkdkat a Bolyai
Intézet oktatoéibol allé zstiri fogja elbiralni.

Dijak (csapat esetén a jutalom megoszlik a tagok kozt):
I. dij: 25 ezer Ft értéki konyvutalvany és egy Polygon konyv,
I1. dij: 20 ezer Ft értékd konyvutalvany és egy Polygon konyv,
III. dij: 15 ezer Ft értéki konyvutalvany és egy Polygon konyv,
Dicséret: Polygon konyv.

A dijazottak és a dicséretben részesiiltek oklevelet kapnak, amelyen a helye-
zésiiket is feltiintetjilk. A palydzé(k) dltal megnevezett felkészité tandr(ok) a dija-
zottakkal és a dicséretben részesiiltekkel azonos jutalomban és szintén oklevélben
részesiilnek. Minden pélyamunkardl szoveges szakmai értékelést készitiink, amit
a dijkioszté tinnepségen vehetnek at a versenyzék. A legjobb dolgozatokat a Poly-
gon c. folydirat szerkesztObizottsdga is megvizsgalja kozolhetGség szempontjabol.
A beadott dolgozatok maximdlis terjedelme 10 oldal lehet (dbrdkkal, képekkel,
tablazatokkal, grafikonokkal egyiitt).

Bekiildési hatarid6: 2018. december 15. A pdlyamunkékat a kovetkezé cimre
kérjiik bekiildeni: Katondné dr. Horvath Eszter egyetemi adjunktus, SZTE Bolyai
Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1. A boritékra kérjiikk rairni: Polygon
palydzat matematikabol, kozépiskolasoknak. A dolgozatokhoz az aldbbi adatok
mellékelését kérjiik:
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1. a palydzé(k) neve, lakcime, telefonszéma, email cime,
2. a pélydzd(k) iskoldjanak neve, cime, telefonszdma, email cime,
3. a felkészité tandr(ok) neve, email cimmel.

http://www.math.u-szeged.hu/ horvath/palyazat.htm.

A K pontversenyben kittizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(594-598.)

K. 594. A 2, 3, 5, 6, 7 szamjegyek valamelyikét kétszer, a tObbit egyszer
felhasznalva 3 db kétjegyii primszamot alkotunk. Mennyi ezek Gsszege?

K. 595. A QUARTO egy téblds stratégiai jaték (1991), két személy jdtssza.
Blaise Miiller svajci matematikus talalta ki. A jatékban szereplé 16 figura mind-
egyike kiilonbozik valamiben a tobbitél. A figurdk négy szempont alapjan is két
egyforma csoportra oszthatdk:

— magas vagy alacsony;

— sOtét vagy vilagos;

— kerek vagy szogletes;

— a teteje lyukas vagy sima.

T BEREFTY

Hényféleképpen valaszthatunk ki a készletbdl két olyan figurat, amelyek pon-
tosan kett6 vagy harom tulajdonsiagban egyeznek meg?

K. 596. Az ABC hiromszog AB, BC és CA oldalain rendre vegyiik fel
a P, @ és R pontokat tgy, hogy az AP = AR, BP = BQ és CQ = CR feltételek
teljesiiljenek. Egy adott ABC héaromszog esetén hany ilyen P, ), R pontharmas
létezhet?

D R C K. 597. Az ABCD négyzet P, Q, R és S oldal-
felez6 pontjat az dbrdn lathaté moédon Gsszekotot-
tiikk a négyzet csicsaival. Hatdrozzuk meg a BV DT
négyszog és az ABCD négyzet teriiletének aranyat.

s Q

T
A P B
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K. 598. A digitélis 6rdakon a szamjegyek rovid palcika-lampakbdl allnak, ahogy
az dbrdn lathato:
P e
[ I S R I A N |

Az 6rék fogyasztasat az hatdrozza meg, hogy mennyi kis pélcika-lampat kell ki-
be kapcsolni, ahogy valtozik az id6. Példaul 3-r6l 4-re valtasndl két palcika-lampat
kell ki- és egyet bekapcsolni, ami harom kapcsolast jelent. Egy teljes 0,1,2,...,9,0
ciklus alatt ez Gsszesen harminc kapcsolas. Ha ugyanezeket a digitalis jeleket mas
sorrendben hasznédlnank a 0-tél 9-ig terjed6 szamok megjelenitésére, akkor kevesebb
kapcsolas is elég lenne. Keressiik meg a kapcsoldsok egy teljes ciklusra vonatkozd
szamanak minimumat, és adjunk meg hozza egy megfelel6 szamjegy-sorrendet.

Javasolta: Ruttkai Zsdfia (Hollandia)

Bekiildési hatarids: 2018. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

A C pontversenyben kitlizétt gyakorlatok
(1497-1503.)

Feladatok 10. évfolyamig
C. 1497. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

Y = %,
Tz =1y,
Yz = x.

C. 1498. Milyen hosszu lehet legfeljebb egy 2 méter magas ember arnyéka
a Foldon? A Foldet tekintsiik egy 6370 km sugart gémbnek, melyre a fénysugarak
a Napbdl parhuzamosan érkeznek.

Feladatok mindenkinek

C. 1499. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb pozitiv egész n szamot, melyre
az 1,2,...,n szamoknak van olyan sorrendje, amelyben az egymas mellé irt sza-
mok Osszeolvasasaként kapott egyetlen szamra teljesiil a kovetkez6: barmely két
szomszédos a, b szamjegyére az ab, ba kétjegyli szdmok koziil legaldbb az egyik
prim.
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C. 1500. Az AB szakaszon kijeloljiik az X és Y pontokat, majd megrajzol-
juk a pozitiv koriiljarasut AX PQ, X BRS, BYWYV és Y AUT négyzeteket, melyek
kozéppontjait jelolje rendre K, L, M és N. Bizonyitsuk be, hogy a KM és LN sza-
kaszok merdlegesek egymasra és egyenld hosszuak.

(Német versenyfeladat)

C. 1501. Melyik az a leghosszabb szamtani sorozat, amelynek tagjai 200-nal
kisebb, kiillonb6z6 primszamok?

Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1502. Hat-hat egyforma sugaru kort rajzoltunk két kiilonb6z6 médon egy-
egy egységnégyzetbe az dbrdn lathaté moédon. Melyik elrendezésben nagyobb a ko-
rok sugara?

B
,
’
’
s

3
.
s
,
s

(Német versenyfeladat)

C. 1503. Egy adott haromszogben az a, b, ¢ oldalak hosszanak négyzetei
ebben a sorrendben szamtani sorozatot alkotnak. Mutassuk meg, hogy a b oldallal
szemkozti szog nagysaga legfeljebb 60° lehet.

Bekiildési hatarid6: 2018. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A B pontversenyben kittizott feladatok
(4974-4981.)

B. 4974. Legalabb hany szdmot kell kivalasztani az 1,2,...,10 szamok ko-
ziil, hogy biztosan legyen kozottitk néhany szdam, melyek Osszege oszthato 11-gyel,
béarhogyan is torténik a szamok kivalasztasa?

(3 pont) Javasolta: Rdéka Sdndor (Nyiregyhaza)
B. 4975. Adott négy, paronként kiilonboz6 egyenes: e || f és g || h, valamint

egy P pont. Szerkessziink olyan P-re illeszked6 egyenest, amely az e, f, g és
h egyeneseket rendre olyan E, F', G és H pontokban metszi, amelyekre EF = GH.

(3 pont)
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B. 4976. Legyen A = {—4;—3;—-2; —1;0;1;2; 3;4}. Kezdd és Mdsodik felvaltva
valasztanak ki egy-egy, még nem vélasztott szamot az A halmaz elemei koziil.
Az a jatékos nyer, akinek elébb lesz harom olyan, dltala vélasztott szdma, melyek
Osszege 0. Van-e valamelyik jatékosnak nyer6 stratégiaja?

(4 pont) Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Budapest)
B. 4977. Bizonyitsuk be, hogy egy derékszogli haromszog beirt korének érin-

tési pontjai dltal meghatdarozott haromszog magassdgpontja a derékszogli harom-
sz0g atfogdjahoz tartozd magassdgvonalara illeszkedik.

(4 pont) (Kvant)

B. 4978. Legyen n > 3 egész szdm és « tetszbleges valds szam. Bizonyitsuk
be, hogy

(5 pont)

B. 4979. Az ABC hegyesszogi haromszogben D és E rendre az AB, illetve az
AC oldalnak belsé pontja. A BE és CD szakaszok metszéspontja F. Bizonyitsuk
be, hogy ha BC? = BD - BA+ CE - CA, akkor ADFFE hiirnégyszog.

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhdza)

B. 4980. Legyen n > 3 pozitiv egész, a1, asq, . .., a, pedig pozitiv valés szamok.
Igazoljuk, hogy

1<

aq a2 Qp, |:7’L:|

+ +... 4+ -
an, +a1+ax a;+az+as Ap—1 + ap + aq 2

és az egyenl6tlenség bal oldala nem cserélheté nagyobb, a jobb oldala pedig kisebb
szémra (ahol [x] az = szdm egész részét jelenti).

(6 pont)
B. 4981. Egy egységkocka xy sikra vonatkozé meroleges vetiiletének teriilete

A, a z tengelyre vonatkozé meréleges vetiiletének hossza pedig a. Bizonyitsuk be,
hogy A = a.

(6 pont) Javasolta: Erben Péter (Budapest)

%

Bekiildési hatarids: 2018. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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Az A pontversenyben kitilizott
nehezebb feladatok
(734-736.)

A. 734. Adott az n csicsu G fagraf, a csicsainak halmaza V', és adott a si-
kon egy n-elemii P ponthalmaz, melynek elemei k6z6tt nincs harom egy egyenesen.
Igaz-e a G graf és a P halmaz tetszéleges kivalasztasa esetén, hogy G belerajzolhaté
a P halmazba, vagyis létezik olyan f : V — P kolcsonosen egyértelmii megfelelte-
tés, hogy ha G minden (z,y) éléhez megrajzoljuk az [f(z), f(y)]| szakaszt, akkor
semelyik két ilyen szakasz nem metszi egymast?

Javasolta: Vdli Benedek (Szeged)

A. 735. Van-e olyan ai,as,... végtelen valés szamsorozat, amely korlatos,
nem periodikus, és teljesiti az an+1 = an—1a, + 1 rekurziot?

A. 736. Az Q kor belsejében fekszik az w kor. Az ) kéréon mozog az X pont.
Az X-b6l w-hoz hiizott érinték az Q kort masodszor az A # X és B # X pontokban
metszik. Mutassuk meg, hogy az AB egyenesek vagy egy rogzitett kor érintdi, vagy
pedig egy ponton mennek at.

S

Bekiildési hatarids: 2018. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 463 (E). Adott egy nagyméretii négyzethalds lap, amelynek O oszlopa és S
sora van. A négyzetek cstucspontjainak koordinatdi egész szdmok, a bal alsé sarok
az origd, azaz a (0;0) koordindtaji pont. A lapon egy szikével bemetszéseket készi-
tiink, amelyek parhuzamosak a lap valamelyik oldaldval. A bemetszések végpontjai
egész koordinataju pontok. Tudjuk, hogy bemetszés nem indul és nem végzodik
a lap szélén.

A honlapunkrdl letolthet6 nhalo.txt szoveges allomany elsé soraban a négy-
zethdlé méretét megado O és S értékek taldlhaték. A kovetkezd sorban a bemetszé-
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sek B szdma szerepel. Az ezt koveté B sor mind-
egyikében egy szamnégyes taldlhatd, amelybol
az elso szampar a bevagas egyik végpontja, a maso-
dik pedig a bevagds masik végpontja. A szamparok
els6 tagja az oszlop, a masodik a sor koordinatéja.
A szdmokat pontosan egy szokoz vélasztja el egy-
mastol, a szamok egyike sem nagyobb, mint 1000.

—_
N

[uy
[y

_
o

Készitsiink programot, amely a lap méretének
és a bemetszések adatainak ismeretében megoldja
a kovetkez6 feladatokat. Minden feladat megoldédsa
elott irjuk ki a feladat sorszamat, pl. ,1. fel-
adat:”, illetve a beolvasas és kiirds esetén réviden
irjunk magyarazé szoveget. Az ékezetmentes kiirds
is elfogadott.

= N W s~ 01O N 0 o

1 23 456 7 8

1. feladat: Olvassuk be a szoveges allomanybol az adatokat, és taroljuk el
késobbi feldolgozés céljabol.

2. feladat: Irjuk ki a legkisebb sorszémi sort, amelyben nincs bemetszés,
példéul a kovetkezd formaban: A legkisebb sorszami bemetszés nélkiili sor: 2”.

3. feladat: Adjuk meg annak a legkisebb téglalapnak a teriiletét, amely az Gsszes
bemetszést tartalmazza. A kimenet példdaul ,,A legkisebb, minden bemetszést tartal-
mazdé téglalap teriilete: 48”.

4. feladat: Adjuk meg, hogy 6sszesen hany pontban taldlkoznak merélegesen
bemetszések. A kimenet példaul ,,A metszések 10 helyen taldlkoznak merdlegesen”.

5. feladat: Kérjiink be a felhasznalotdl egy oszlopszamot, és adjuk meg, hogy
az adott oszlop milyen hosszisdgu része nem tartalmaz bemetszést.

6. feladat: Adjuk meg a bemetszések hosszanak atlagat két tizedesjegy pon-
tossaggal megjelenitve, példaul ,,A metszések atlagos hossza 4,75”.

7. feladat™: Hozzuk létre a sorok.txt szoveges dllomédnyt, amely a négyzethald
bemetszések utani helyzetét mutatja a sorok szerint. A széveges allomany S sort
tartalmaz, els6ként a négyzethald legfelsé egységnégyzeteit, majd sorban az utana
kovetkezo négyzeteket, végiil a négyzethild legalso soranak négyzeteit irja le. Ha egy
sorban nincs fiiggbleges bemetszés, akkor abban csak a 0 szam szerepel. Egyébként

Példa az nhalo.txt allomanyra
(a / jel sortorést helyettesit)

Példa a sorok.txt allomanyra
(a / jel sortdrést helyettesit)

3
3

= = O
w N
= o= W
w = N
~N W ow
[l
W~ W
Sow N
~NPFk W
O W
O = N
(@

1 1
/13
/ 0/

*Ez a részfeladat az emelt szint{i érettségi programozdsi feladatokndl osszetettebb,

nehezebb.
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annyi egész van benne, ahdny fliggbleges bemetszést ejtettek a sorban. Ilyenkor
az egészek oszlopok szerint novekvo sorrendben mutatjak a sor Gsszefiiggd, nem
szétvagott négyzeteinek szamat.

Bekiildend6 egy 1463.zip allomanyban a program forraskédja és révid doku-
mentécidja, amely megadja, hogy a forrasallomény melyik fejleszt6i kérnyezetben
fordithaté.

I. 464. Kozismert a kincsgyiijtogeto jaték, amelyben egy téglalap alaki tabla
egyes mez6in haladva az érintett mezokon elhelyezett kincseket megszerezhetjiik.
Tovéabblépni csak jobbra vagy lefele lehet. A cél az Gsszességében a lehetd legna-
gyobb értéket add kincs begytijtése.

A feladatot most tablazatkezelé program segitségével kell megoldanunk.
A munkafiizet térkép munkalapjan 16 sorban és 16 oszlopban helyeztiink el , kin-
cseket”, pontosabban az azokat jelképezO pozitiv szdmokat.

Feladatunk, hogy feltételes formézas segitségével a térképre ,rajzoljuk” —
az aldbbi mintdhoz hasonléan — a legnagyobb 0sszértékli kincs begytijtését ered-
ményez6 utvonalat. A térkép alatt jelenitsiik meg az elérhetd legmagasabb Gsszér-
téket is.

1,0
A begylijtheté maximalis érték: 16,2

A segédszamitasokhoz tetszéleges szami munkalapot és cellat hasznalhatunk.
A megoldashoz csak beépitett fiiggvények haszndlhatok. A megoldds sordn tore-
kedjiink mésolhaté képletek haszndlatdra. (A felhaszndlt celldk és képletek szama
a megoldds értékelését nem befolydsolja.)

Ertékelés: a feladat hibamentes megoldasaért 7 pont kaphaté. A koriiltekintéen
elkészitett, minden képlet szerepét megvilagité dokumentacié 3 pontot ér.
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Bekiildend6 egy i1464.zip tomoritett allomanyban a megoldast tartalmazé
1464 munkafiizet és a dokumentaciét magaban foglaldé 1464 .pdf fajl. A dokumen-
tacié tartalmazza a hasznélt tablazatkezel6 nevét, verzidszamat és a megoldas so-
ran hasznélt képleteket és azok szerepének leirdsit (a mésolhatékat természetesen

egyszer).

I. 465. Adott egy R sugari kor alaki lap (10 mm < R < 100 mm), amelyet
letesziink a foldre. A lapra N darab (1 < N < 100) kisebb kérlapot ejtiink vélet-
lenszertien gy, hogy csak azokat az ejtéseket fogadjuk el, amelyeknél az ejtett lap
nem 16g ki a foldon 1évo laprol. Az ejtett lapok atfedhetik egymast, de teljes egé-
szében a lefektetett nagyobb lapon vannak. Kérdés, hogy a nagy lap teriiletének
hény szézaléka nincs az N darab kisebb korlappal lefedve. Készitsiink szimulédcids
programot, amely modellezi a jelenséget, és minél pontosabban vélaszol a kérdésre.

A program a standard bemenet els6 sordbdl olvassa be R és N értékét (egé-
szek), valamint a kovetkezd sorbdl a leejtett korlapok sugardt (mindegyik sugér
1 mm-nél nagyobb, de R-nél kisebb egész érték). A standard kimenetre frjuk ki
a lefektetett korlap nem lefedett részének teriiletét négyzetmilliméter pontossaggal.

Bemenet Kimenet

50 8 3535
12 15 10 22 18 16 24 23

Bekiildendo egy i1465.zip allomanyban a program forraskédja és rovid doku-
mentéacidja, amely megadja, hogy a forrasdllomény melyik fejlesztéi kornyezetben
fordithaté.

I/S. 29. Egy orszig varosait kétirdnyd utak kotik ossze, melyek hasznélatdért
dijat kell fizetni. Barmelyik varosbdl barmelyik varosba el lehet jutni az utakon.
Két véaros kozott legfeljebb egy kozvetlen Uit van. Néhany varosban szupermarket
is taldlhatd. Az orszagba @ csalad érkezik, akik kiilonb6zé vagyoni helyzetiiek.
Minden csaldd szeretne olyan varosba koltozni, ahol nincs szupermarket. Ha egy
csalad vagyoni helyzete K, akkor csak olyan varosban lakhat, ahonnan el tud menni
bevésdrolni egy szupermarketbe Gsszesen legfeljebb K utdijat fizetve (az oda- és
visszautat szémolva). Adjuk meg minden csalddra, hogy hdny olyan vdros van
az orszagban, ahol nincs szupermarket, mégsem tud odakoltézni a csalad, mert
tul koltséges lenne egy szupermarketbe valé eljutas a vagyoni helyzetiikhoz képest.

Bemenet: Az elsd sor tartalmazza a varosok N szamdt, az utak M szdmat,
a szupermarketet tartalmazé varosok D szamat és a csaldadok @ szamét. A ko-
vetkezé M sor mindegyike hdrom szdmot tartalmaz: az elsé ketté azon varosok
indexe, amik kozott az adott it van, a harmadik szam pedig az it hasznalatanak
dija. A kovetkez6 sorban D szdm van: azon véarosok indexei, amikben van szuper-
market. A kovetkezé sorban @) szam van: az i-edik szdm az i-edik csaldd vagyoni
helyzetét leiré K érték. A varosokat 0-tél N — 1-ig indexeljiik.

Kimenet: Egy sorba irjunk ki @) darab szdmot: a sor i-edik szama adja meg,
hogy az i-edik csalad hany olyan varosba nem tud kolt6zni a vagyoni helyzete miatt,
ahol nincs szupermarket.
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Bemenet (a / jel sortérést helyettesit) Kimenet
41240

25
4/302/052/205/232/341/452

O O O O®
N b =N
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Korldtok: 1< D < N <10%, 1< M <5-10°, 1 < Q < 10%, 0 < egy 1t dija,
K < 2-10°, egészek. Idékorlat: 0,1 s, memérialimit 100 MiB.

Ertékelés: a pontok 20%-a kaphaté, ha minden 1t dija 1; tovabbi 20% kap-
haté, ha D = 1; tovdbbi 20% kaphatd, ha Q = 1; tovabbi 40% kaphat6 az eredeti
korlatokra.

S. 128. A faraé elrendelte egy piramis épitését, ehhez kétomboket kell szal-
litani a banyatdl @ kilométerre levé épitési teriiletig. N keresked6 megadta, hogy
mettél-meddig tud tombot szallitani. Minden kereskedo legfeljebb egyszer szallit
legfeljebb egy k6tombot. A farad legfeljebb M keresked6t kérhet meg a szallitasra
a koltségek csokkentése érdekében. Segitsiink a faraonak kiszdmolni, hogy legfeljebb
hany koétombot tud elszallittatni az épitési teriiletre, és ehhez minimum hény em-
bert kell megfizetnie. Egy kereskedd akkor tudja atadni a kétombjét egy masiknak
szallitasra, ha legalabb addig el tudja vinni a t6mbo6t, ahonnan a masik indulhat.

Bemenet: Az els6 sor tartalmazza a keresked6k N szdmat, a maximalisan meg-
kérheto keresked6k M szamat, valamint a banya és az épitési teriilet ) tavolsdgat.
A kereskedGket 0-t6l N — 1-ig sorszamozzuk. A kovetkez6 N sor mindegyike két
szamot tartalmaz: az adott kereskedé hanyadik kilométertdl hanyadik kilométerig
tud széllitani.

Kimenet: Az els6 sorba irjuk ki, hogy maximum hény k&tombot lehet elszalli-
tani; a kovetkezo sorba, hogy ehhez minimalisan hény kereskedonek kell fizetni.

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
13 9 20 2
49/03/716/06/59/04/ 412 7
11 20 /9 10 / 10 14 / 14 20 / 156 20 / 17 18

Korlatok: 1 < M < N < 105, 0<Q<2: 109, egészek. Idolimit: 1 s, memoria-
limit 100 MiB.

Ertékelés: A pontok 20%-a kaphaté, ha maximum egy t6mbot tud a farad
elszallittatni; tovabbi 20% kaphatd, ha M = N; tovabbi 20% kaphatd, ha N < 1000;
tovabbi 10% kaphaté, ha Q < 10%; tovabbi 30% kaphaté az eredeti korldtokra.

g

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen télthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarids: 2018. november 10.

*
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Nyari matematika- és fizikatabor 2018.
Dombévar

2018. junius utolsd hetében Gsszesen 45 kozépiskolas didk gytlt Gssze a Dombé-
var-Gunaras Hotel Eurépaban és Apartmanparkban. A tarsasag egyik fele matema-
tikdval, a mésik fizikdval foglalkozott, a szabadidét pedig kozosen toltotték. A té-
bort a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokat kiadé MATFUND Alapitvany
szervezte, a tabor vezetdje Nagyné Szokol Agnes volt.

A fizika szekciéba 25 kozépiskolds érkezett, kozottitk heten hataron tuilrdl. Vla-
dér Karoly (a KoMal fizika szerkesztébizottsaganak tagja), Asboth Janos (MTA
Wigner FK, IYPT felkészit6 tandr) és Szdsz Krisztian (KoMaL szerkesztObizottsag,
Budapesti Miiszaki és Gazdasigtudomanyi Egyetem, IPhO felkész{t6 tandr) veze-
tése, valamint Asztalos Bogddn és Olosz Baldzs (kordbbi komalozdk, tdborozdk és
egyetemistdk) tdmogatdsival a fizika irdnt érdekl6dék csapatokba rendezddve vé-
geztek méréseket, vitatkoztak elméleti feladatokon.

A matematika szekcidba érkezett 20 didk szdmadra ez a hét jelentette az utolsé
edzés lehetOségét a nydr soran megrendezésre keriilt t6bb nagy nemzetkoézi mate-
matikai didkolimpidra. Felkészitéik Dobos Sandor (Budapesti Fazekas Mihaly Gim-
ndzium tandra, a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiai csapat helyettes vezetdje)
és Williams Kada (KoMaL szerkesztObizottsdg, egyetemi hallgatd, haromszoros
olimpikon) voltak.

A tdbor a Nemzeti Tehetség Program keretében az Emberi Eréforrdsok Mi-
nisztériuma tdmogatdsaval valésult meg (NTP-TAB-18-0047 ,, K6MaL nyéri ma-
tematika és fizika tehetséggondozé tdbora”).

A rendezvényt tdmogatta még az MTA Wigner Fizikai Kutatékézpont és
az MTA Energiakutaté Kozpont, valamint Krausz Ferenc fizikus (Max Planck
Institute fiir Quantenoptik, Garching, Németorszdg).

A szervezok

Matek olimpiai edz6tabor Dombdévaron

A matek didkolimpidra komolyabban késziil§ didkok mar ismerik egymést.
Latjdk egymas nevét a KoMal-ban, talalkoznak olimpiai szakkoron, versenyeken.
A 2017/18-as tanévben az utolsé olimpiai valogatét Kecskeméten szervezte a Mat-
egye Alapitvany. Ott az IMO, MEMO csapatok kialakultak, emellett kérvonalazé-
dott az utdnpotlas gerincét adod tarsasag is. Ez a 20 diak kapott meghivast a junius
végén Dombdvéaron rendezett olimpiai edz6taborba.

A matematika szakmai program reggelente egyéni feladatmegoldassal indult.
Ezt kovetOen csapatban lehetett dolgozni, majd kozos megbeszélésen néztiik at
a megoldasokat. Fzeket az alkalmakat Dobos Sandor vagy Williams Kada ira-

Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7 425



nyitotta. A napi feladatsorokon szerepeltek a tavalyi olimpidra javasolt feladatok
(shortlist példék), a tdborvezetSk és a résztvevik altal vélasztott feladatok. A tdbor
el6tt minden didk kapott két kis flizetecskét, amelyben valamely orszag verseny-
feladatait taldlta. Ezekbdl kellett harmat kivalasztani ,az én olimpiam” mottéra,
azaz harom kiilonb6zo témakorbdl egy konnyebbet, egy kozepes nehézséglit és egy
nehezebbet. A tdborban ezeket a feladatokat is igyekeztiink feldolgozni. A kiadott
feladatok megbeszélésére még délutan is volt egy hosszabb, kozos alkalom.

A matekosok a KoMalL fizikatabordban jelen 1év6 didkokkal egyiitt részt ve-
hettek esti el6adasokon, szabadid6s programokon, beszélgethettek, baratkozhattak
és jatszhattak egymassal. A vb kinalt kozos szurkolasi lehetdséget, a tabor palyajan
is komoly focicsaték zajlottak.

Reméljiik, jovore is lesz hasonlé tabor, ahol lehetség van a komoly munkéra
és a vidam kikapcsolédasra egyarant. Nagy ajandék, hogy a tdborban az orszéag kii-
16nb6z6 helyeirdl érkezett, kozos érdeklodésti tarsasdg jobban Gsszekovacsolodhat.

Dobos Sandor

Nyari fizikatabor 2018.

Idén huszonot 9-11. évfolyamos didk kapott lehet6séget az orszag kiilonb6zo ré-
szeirdl, s6t a hatdron tulrdl is arra, hogy részt vegyen a taborban. Az érkezés napjan
mar a vacsora utan megalakultak a csapatok azzal a feltétellel, hogy mindenképpen
legyen a csapat tagja egy hataron tuli és egy tizedikes didk. A kovetkezd egy hét-
ben elméleti és szamolds (gyakorlati) fizikaproblémékkal, illetve naponta egy-egy
mérési és becslési feladattal kellett megkiizdenie a csapatoknak. Minden egyes nap
mar reggeli utan elkezd6dott és egészen a vacsordig tartott a feladatok megoldésa.
Ennek ellenére nem allithatjuk, hogy elegendé lett volna ra az ido. Ezen kiviil volt
lehetGségiink sportra, kozos tarsasjatékozasra, ismerkedésre, és a sok munka mel-
lett még pihenésre is. A valtozékony idGjaras miatt az egyik nap — a tavalyi tabori
programmal ellentétben — nem a strandra mentiink, hanem tardzni, és ekozben
végeztiik el az aznapi mérési feladatunkat. Kiemelnénk egy masik mérési felada-
tot, miszerint titkos iigynoki borbe bujva kellett kideriteniink, mivel hallgatnak le
minket. Ehhez oszcilloszképot és jelgeneratort hasznalhattunk.

Minden este a vacsora utan eldadasokat hallgattunk meg nemzetkozileg elis-
mert kutatéktdl. Nekiink személy szerint Csonka Szabolcs ,,Mobiltelefonok fiziké-
jatdl a kvantumszamitogépekig” és Csandd Mdté ,Részecskegyorsitékkal az Osrob-
banas nyomaban” cimi el6adédsa tetszett a legjobban.

A tabor utolsé napjan a szokasos feladatokon kiviil egy , konstrukciés feladatot”
is kaptunk: a piszkozatpapirjainkbdl kellett minél magasabb tornyot épiteniink,
minden mds eszkoz (kotél, ragaszto stb.) felhasznéldsa nélkiil, és egy egyéni totot
is kitolthettiink.

Végiil a tdbor eredményhirdetéssel zarult, amin mindenki kapott egy konyvet
— amit tarsainkkal és a szervezokkel alairattunk —, valamint frizbit és csokit.

426 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7



Koszonjiik a szervezéknek és a tamogatoknak, hogy lehetOségiink volt részt
venni az idei tdborban.

Kovacs Bence Osvart Bence
ELTE Apéczai Csere Jdnos Szombathelyi Kanizsai
Gyak. Gimn. és Koll., Budapest Dorottya Gimn.

A KoMalL Erdélyben is igencsak nagy hirnek 6rvend, ezért nagy orommel
vettiik, hogy idén is részt vehettiink a nyari fizikataborban.

A tédbor ebben az évben sem okozott csalédast. Hogy is nézett ki ennek az ese-
ménynek a menetrendje? A tabor 5 napon keresztiil tartott, ahol a f6 cél az volt,
hogy olyan feladatokkal talalkozzunk, amelyek eltérnek a hétkéznapi, megszokott
iskolai példaktol, és ezaltal valami 1jat mutassanak. A feladatokat 4 f6s csapatban
oldottuk meg, és a nap végére csapatonként egy mérési, egy becslési és négy sza-
mitési feladatot adtunk be. A napi idobeosztasaban teljesen szabad kezet kaptunk,
igy a fokozott agytevékenység mellett jutott idénk sportra, hosszi beszélgetésekre,
vagy akar egy kozos filmnézésre, tirara is.

A feladatmegoldasok is kiilonleges médon zajlottak. Meg kellett tanulnunk csa-
patban dolgozni. A szervezék gondoskodtak arrdl, hogy jol ,elkeveredjiink” az is-
merkedés érdekében, és igy minden csapatnak mas és mas szisztéméja alakult ki
az ,egylittélésre”. A feladatok megolddsahoz nemcsak a szervezé tandroktodl, ha-
nem a jelenlévd egyetemistaktdl is kérhettiink segitséget. A becslési és a mérési
feladatok megoldasa a sajat fantdziankra volt bizva, és némely esetben nem kevés
kreativitast igényelt.

A tabor szerves részét alkotta a minden este megtartott eldadasok sorozata
is, amelyek jelen pillanatban is zajlé kutatasokrdl szoltak, mint példaul a magyar
fejlesztésti RADCUBE miihold, az tiriddjards, tovibba a CERN Nagy Hadron-
iitkoztet6jében folyé nehézion-fizikai kisérletek. Bemutattak a nanotechnolégia 1j
kihivésait és a szamitégépek bizonyos problémait (pl. hogy meddig csokkentheté
a chip-ek mérete), illetve 1j, innovativ szamitégép-hiitési rendszerek problémakoreit
vitattuk meg és jartuk korbe tekintélyes el6addk segitségével.

Osszegzésképpen, ez egy olyan tébor volt, ahol a hasznosan eltsltott id6 sordn
szamtalan j médszerrel ismerkedhettiink meg, 1j baratsagokat és ismeretségeket
kotottiink, és nem utolsésorban olyan rendhagyo eléadasok fiil- és szemtanui lehet-
tiink, amelyeket méshol talan nem lathattunk-hallhattunk volna. Koszonet ezért
a Szervez6knek!

Benedek Kristof
Marosvésarhelyi Rémai Katolikus Teoldgiai Liceum

Tdamogatok:
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' Versenyfelhivas

!

Ha szereted a fizikat, a kisérletezést, jol beszélsz angolul, és egy életre sz6l6
élményre vagysz, akkor itt a helyed!

A Fizika Vildgbajnoksignak is nevezett IYPT (Ifju Fizikusok Nemzetkozi
Versenye, angolul International Young Physicists’” Tournament) kozel 35 orszdg
csapatanak nyujt lehet&séget, hogy Osszemérjék tudasukat, ratermettségiiket és
kommunikaciés készségiiket 17 elére megadott, un. nyilt végi fizikai probléméan
keresztiil.

Az IYPT a XXI. szézad kihivasainak megfelel6 készségeket var el az induléktol:
nemcsak a fizikdban kell jartasnak lenni, hanem az eredményeket prezentalni és
megvédeni is tudni kelll A résztvevo didkok a versenyt megel6zéen elvégzett fizikai
méréseiket és kutatdsaikat egy — angol nyelven el6adott — tudoményos prezentacid
formajaban mutatjdk be két rivalis csapatnak. A maésik két csapat koziil az egyik
megvizsgalja az el6adas fizikai tartalmat egy kulturalt vita formdajdban, a maésik
pedig komplex értékelést ad az elhangzottakrdl. A harom csapat teljesitményét
fizikusokbdl és fizikatanarokbdl allé6 nemzetkozi zstiri biralja el.

Az IYPT verseny magyarorszagi els6 forduléjara (HYPT) az hypt.elte.hu
oldalon valé regisztracié hatarideje: 2018. oktéber 22. éjfél.

A jelentkez6 didkoknak egy kivalasztott problémardl 2018. november 21-ig
kell elkiildeni egy magyar nyelvii dolgozatot. Ezen dolgozatok alapjan a legjobb
bekiildék az ELTE TTK-n december kézepén megrendezésre keriilé szébeli fordulon
vehetnek részt. Az indulé didkoknak az &dltaluk kidolgozott feladat angol nyelvi
bemutatasaban kell 6sszemérniiik tudasukat.

A decemberi fordulét idén 100 000 forint osszdijazdssal hirdetjiikk meg, amiben
az évfolyamonkénti els6 helyezett versenyzok részesiilnek.

A decemberi szobeli fordulét kovetden a 8 legmagasabb pontszamot elérd didk
az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszékén végezheti a tovabbi felkésziiléshez sziiksé-
ges kutatdsait. A felkésziilés sordn nyujtott teljesitmény alapjdn 3 didk indulhat
az osztrak AYPT versenyen, az 5 legjobb didk pedig bekeriil a Varséban megren-
dezésre keriil6 32. IYPT magyar csapataba.

Jelentkezés, a feladatok szovege és tovabbi informacidk az hypt.elte.hu web-
oldalon, illetve az email@hypt.elte.hu email cimen.

Néhany példa a 2019-re kittiz6tt IYPT feladatok koziil

1. Talald fel magad! Készits egy, a koronakisiilés elvén miikodé egyszerii mo-
tort! Vizsgald meg a rotor forgdsat meghatarozo paraméterek hataséat, és optima-
lizdld a rendszert a legnagyobb fordulatszamra adott fesziiltség esetén!

5. Palacktoltés. Ha egy palackba fliggéleges vizsugarat engediink, hang kelet-
kezhet, melynek tulajdonsagai a feltoltés kozben valtozhatnak. Vizsgald meg, hogy
a relevans paraméterek (pl. a vizsugdr hémérséklete, sebessége és méretei, a palack
alakja és méretei) hogyan befolydsoljdk a létrejott hangot!
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14. Hurkolo inga. Koss Ossze zsindrral egy nagyobb és egy kisebb tomegil
testet, majd helyezd a zsinért egy vizszintes ridra dgy, hogy a nehezebb test a rad
kozelében 16gjon, mig a konnyebb testet kézzel tartsd meg. Elengedve a konnyebb
testet az felcsavarodhat a ridra, megakadélyozva ezzel a nehezebb test f6ldet érését.
Vizsgdld meg a jelenséget!

A tovabbi feladatok megtaldlhaték az iypt . org vagy a hypt.elte.hu oldalon.

Magyar bronzérem Pekingben

Az idén 31. alkalommal megrendezett IYPT versenyen a magyar csapat
a bronzérmet jelent6 15. helyezést érte el Pekingben. Az egész éves felkésziilés sikeres
lezérasa mellett, sikeriilt érdekes élményekkel gazdagodni az azsiai gigapoliszban.

Idén is nagyon sok munka és tanulds elézte meg a nemzetkodzi versenyt.
Az ELTE TTK épiiletében talalhaté didklaborunk mellett a felkésziilés soran egy
edz6taboron és egy felkésziilési versenyen is részt tudtunk venni. Mér a felkésziilési
verseny is jol sikeriilt, hiszen a Kovdcs Levente, Kadlecsik Addm és Szakdly Mar-
cell alkotta csapat masodik helyezést ért el a leobeni Austrian Young Physicists’
Tournament versenyen, 8 orszag 15 csapatdt utasitva maga mogé.

A magyar csapat felkésziilését idén is az ELTE TTK Anyagfizikai Tanszék és
a Wigner Fizikai Kutatékozpont munkatarsai (Homdstrei Mihdly, Ispdnovity Péter
Dusdn, Jenei Péter, Vincze Miklos, Széchenyi Gabor, Tizes Daniel, Boross Péter,
valamint Asbéth Jdnos), illetve az ELTE TTK fizikatanar szakos hallgatéi segi-
tették. A magyar résztvevok a ,Héron szokokutja”, a ,Palack porgetés”, ,, Az id6
salya”, a ,Mozgé gytirik”, és a ,Csucsok a hengerben” cimii problémakat mutat-
tdk be a zsiirinek és az ellenfél csapatoknak. A feladatokrdl és a megoldasokrol,
valamint a versenyrol és a felkésziilésrél roviden a hypt.elte.hu oldalon, valamint
a facebook.com/hypt.elte.hu csoportban kaphaté informacio.

A verseny melletti programok idén sem maradhattak el, s6t a csapat még ma-
radt is par napot Pekingben, hogy jobban megismerhesse a varost és kornyékét.
Természetesen megnéztitk Peking nevezetességeit, mint pl. a Mennyei béke temp-
lomat, a Tienanmen teret vagy Peking legmagasabb felh6karcoldjat. Egész napos
szorakozast jelentett még a kinai nagy fal meglatogatéasa is.

A 2018-as bronzérmes magyar [YPT csapat tagjai:

Foldes Andras (Budapest, ELTE Radnéti Miklés Gyak. Gimn, 11. évf.);

Gyulai Marcell (Miskolc, Foldes Ferenc Gimn., 11. évf.);

Nagy D4dniel (Budapest, Balassi Bélint Gimn., 12. évf., felvételt nyert: BME
mechatronika szak);

Penc Patrik (Budapest, ELTE Trefort Agoston Gyak. Gimn., 10. évi.,);

Vavrik Marton (Budapest, Berzsenyi Ddniel Gimndzium, 12. évf., felvételt
nyert: BME — mérnok-informatikus szak).
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Homostrei Mihaly, a HYPT szervezoje

Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7 429



Gyakorlé feladatsor
emelt szinti fizika érettségire

Tesztfeladatok™*

1. Egy folyé sebessége 2 m/s, a rajta atkelni szdndékozé csénak sebessége
a vizhez viszonyitva 4 m/s. A foly6 szélessége 300 m. Milyen irdnyba kell evezni,
hogy a lehetd legrévidebb id6 alatt atérjiink a tulsé partra? Mekkora az dtkelés
minimélis id6tartama?

A) A folyén felfelé a tilsé part irdnyahoz képest 30°-0s szogben kell evezni, és
az atkelés idotartama 87 s.

B) A partra mer6legesen kell evezni, és az dtkelés idétartama 75 s.

C) A partra mer6legesen kell evezni, és az dtkelés id6tartama 67 s.

D) A folyén felfelé a tiils6 part irdnyahoz képest 30°-os szogben kell evezni, és
az atkelés idGtartama 75 s.

2. Két test lendiilete (impulzusa) egyenld, de az egyik test tdmege 2-szer ak-
kora, mint a mésik testé. Ha a két test egyenes vonali palyan mozog, és a gyorsabb
utoléri a lassabbat, akkor a tokéletesen rugalmatlan iitkozés utan mekkora sebes-
séggel mozog a két test tovabb?

A) A két test az iitkozéskor sebességet cserél.

B) A gyorsabb test az iitkozés utdn megdll, a lassabb pedig kétszeres sebességre
gyorsul.

C) Az iitk6zés utdn mindkét test sebessége a lassabb test sebességének més-
félszerese lesz.

D) Az iitkozés utdn mindkét test sebessége a gyorsabb test sebességének
kétharmad részére valtozik.

3. 10 cm oldalélii, 80 N sulyu kocka vizszintes asztallapon fekszik. Legalabb
mekkora munkat kell végezni ahhoz, hogy a kockéat az egyik oldalélén keresztiil
atbillentsiik egy masik oldallapjara?

A)1,66J; B)331J; C)4J; D)566J.

4. Mekkora sebességgel mozog az az autd, amelyre a 100 m sugari dombtetd
legfelsé pontjan nem hat nyomder6?

A) Kb. 31 m/s.

B) 98 km/h.

C) Csak az aut6 tomegének ismeretében lehet kiszdmitani a kérdéses sebes-
séget.

D) Az autéra minden kériilmények kozott hat nyomders.

5. Viélasszuk meg a félbehagyott mondat folytatasat ugy, hogy az allitas igaz
legyen! Mechanikai rezonancia esetén a rezgdémozgdst végzé test mozgdsanak

* A vélaszok koziil minden esetben pontosan egy a helyes.
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A) frekvencidja szamottevéen megnd;

B) amplitiddja jelentés mértékben megnd;
() fézisa ugrasszeriien megvdltozik;

D) korfrekvencidja lecsokken.

6. Melyik allitds nem igaz a hullaimok terjedésére? Adott kozegben terjedd
hullam esetén

A) a hulldmhossz a frekvencia reciproka;

B) a hulldmhossz és a frekvencia egymadssal forditottan aranyos;

() a hulldmhossz és a periédusidé egymadssal egyenesen ardnyos;

D) a terjedési sebesség allandé.

7. Vélasszuk meg a félbehagyott mondat folytatasat ugy, hogy az allitas igaz
legyen! Az idedlis géz stiriisége

A) egyenesen ardnyos a giz nyomdsaval és hémérsékletével;

B) egyenesen ardnyos a gaz nyomadasaval és a moldris tomeggel;

C) egyenesen aranyos a molaris tomeggel, és nem fiigg a hémérséklettdl;

D) forditottan ardnyos a moldris tomeggel és a hémérséklettel.

8. Mekkora a gaz altal végzett munka az dbrdn p
lathat6 folyamatban? 5
A)poVo;  B) L5poVo;  C)2poVo; D) 3poVao. /
A :
pol ;
A B
Vo 2Vo

9. Vilasszuk meg a félbehagyott mondat folytatasat gy, hogy az allitas igaz
legyen! Az els6faju 6rokmozgd olyan berendezés lenne, amely

A) folyamatosan energidt termelne a semmibél;

B) a tengervizben rejld hatalmas energidt hasznositand,

() az univerzum mikrohulldmi héttérsugdrzdsdbdl nyerne energidt;

D) az elektromdgneses mez6 energidjat hasznositand 100% hatdsfokkal.

10. Valasszuk ki a helyes allitast!

A) Az anyagok elektromos ellendlldsa nem fiigg a hémérséklettél.

B) Az anyagok ellenalldsa magasabb hémérsékleten mindig nagyobb.

C) Az anyagok ellendlldsa magasabb hémérsékleten mindig kisebb.

D) Van olyan anyag, amelynek ellendlldsa nagyobb, és olyan is van, amelynek
az ellendllasa kisebb magasabb homérsékleten.

11. Melyik &llitas hamis a magneses térben mozgd egyenes vezetd két vég-
pontja kozott kialakuld fesziiltséggel kapcsolatban?

A) Az indukalt fesziiltség fiigg a mozgatds sebességétél.

B) Az indukélt fesziiltség fiigg a sebesség irdnyatol.

C) Az indukalt fesziiltség fiigg a vezeték mdagneses indukciévektorral bezart
sz0gétol.
D) Az indukalt fesziiltség fiige a vezeték vastagsagatol.

Koézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/7 431



12. Az egyenaram mely tulajdonsdgaval nem rendelkezik a valtakozé daram?
A) Nincs mégneses hatdsa.

B) Nem olyan veszélyes az emberi szervezetre.

() Nem lehet vele elektrolizdlni.

D) Nem lehet transzformalni.

13. Valasszuk meg a félbehagyott mondat folytatasat ugy, hogy az allitas igaz
legyen! Ha egy gytijtdlencsére széttarté fénysugarak érkeznek, akkor

A) a lencse biztosan Osszegylijti ezeket a fénysugarakat;

B) a lencse elhagydsa utdn a fénysugarak tovabbra is széttartéak maradnak;

() a lencse parhuzamositja a fénysugarakat;

D) mindhérom el6z8 lehet8ség eléfordulhat.

14. Viélasszuk meg a félbehagyott mondat folytatdsat ugy, hogy az allitas igaz
legyen! A rontgensugérzds és a y-sugarzas abban kiilonbozik egyméastdl, hogy

A) a rontgensugdrzés frekvencidja mindig kisebb, mint a y-sugdrzasé;

B) a rontgensugdrzas frekvencidja mindig nagyobb, mint a y-sugdrzdsé;

C) a rontgensugérzds mindig az elektronburokbdl szérmazik, mig a y-sugdrzas
az atommagbdl;

D) a rontgensugdrzds veszélyesebb az emberi szervezetre, mint a ~y-sugdrzas.

15. Valasszuk meg a félbehagyott mondat folytatasat gy, hogy az allitas
igaz legyen! Az atomreaktorokban haszndlt szabalyozérudaknak olyan anyagbdl
kell késziilniiik, amelyek jol elnyelik

A) a hasadéanyagokat;

B) a hasadéskor keletkez6 neutronokat.;

(') a hasadéskor keletkez nagyobb tomegszamu végtermékeket;

D) a hasadéaskor keletkezd radioaktiv sugarzasokat.

Szamolasos feladatok

1. Egy kondenzétor lemezei 50 cm? feliilet{i fémlapok, amelyek egymdstél 2 cm
tavolsdgban vannak. A lemezek kozott levegs talalhato.

a) Mekkora a kondenzator kapacitdsa?

b) Erre a kondenzdtorra 2 nC toltést visziink fel. Mekkora lesz a fesziiltség
a lemezek kozott, és mennyi energia tarolodik a kondenzatorban?

2. Milyen hosszui az a fonélinga, amely a 80 cm hosszisagu inganal 1 perc alatt
2-vel tobbet leng?

3. 6 kg tomegl, —20 °C hémérsékleti jeget, 4 kg tomegi, 60 °C homérsékleti
vizet és 2 kg tomegi, 100 °C homérsékletli vizgozt egy elhanyagolhaté hékapacitasu
kaloriméterben 6sszekeveriink. Mekkora lesz a kozos hémérséklet?

4. 18 m mély kutbdl vizet hizunk fel. A viz tomege a vodorrel egyiitt 15 kg.

A lédnc, amelyen a vodor fiigg, méterenként 0,5 kg tomegi. A viz lassu felhizasakor
a vodor egyenletes mozgést végez.
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a) Abrézoljuk a huzéer6t a vodor elmozduldsanak fiiggvényében!

b) frjuk fel az eré-elmozdulas fliggvény matematikai alakjat!

¢) Ha a munkavégzést hdrom & egyenlé mértékben szeretné elvégezni, akkor
a vodor mely helyzeteiben kell valtani egymast az embereknek?

Markovits Tibor (Budapest)

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 628. és P. 5001. Reggelente mindig ugyanabban az érdban megfigyelhetjiik,
hogy a Vénusz egyre kozelebb keril a Naphoz.

Vajon a Nap ,elétt” vagy pedig a Nap ,mdgott” fog a Vénusz elhaladni?
(4 pont) Kozli: Részegh Anna, Vicduka

Megoldas. A Fold és a Vénusz keringési sikja, valamint a foldi Egyenlito
sikja nem nagyon tér el egymastdl. Tekintsiink el ettdl az eltéréstol! Tudjuk to-
vabba, hogy a Fold és a Vénusz keringési irdnya megegyezik a Fold tengely koriili
forgasanak irdnyaval.

A Vénusz keringési ideje mindossze 224 foldi nap, tehdt a Nap—Vénusz egye-
nes ,,gyorsabban forog”, mint a Nap-Fold egyenes. Emiatt a Folddel egyiitt keringd,
egyik tengelyévél mindig a Nap felé mutaté vonatkoztatasi rendszerbdl nézve a Vé-
nusz lassabban bar, de ugyanolyan iranyban kering a Nap koriil, mint a Naphoz
rogzitett rendszerben.

A Vénusz két helyzetben is ,kozeledhet” a Naphoz (vagyis csokkenhet a 14t6-
sz0giik):

(7) ha a Vénusz kozelebb van a Fldhoz, mint a Nap (a Nap és a Fold , kozott”
helyezkedik el), ldsd az dbra bal oldali részét;

(#4) ha a Vénusz a Napnal tdvolabb van (a Nap ,tiloldaldan” helyezkedik el),
lasd az dbra jobb oldali részét.
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A Vénusz csak akkor lathaté, ha a Nap nincs a ,kozelében” az égbolton, tehat
kora reggel vagy este (nem sokkal a naplemente utdn). Ha figyelembe vessziik a Fold
tengely koriili forgasanak irdnyat is, lathatjuk, hogy a P pontban 4ll6 ember reggel
a jobb oldali dbranak megfeleld (ii) helyzetben figyelheti meg a Vénuszt; tehét
olyankor, amikor a Nap ,,mogott” fog elhaladni.

Bekes Barnabds (Budapest, Varosmajori Gimn. és Kés K. Alt. Isk. 10. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 72 dolgozat érkezett. Helyes 18 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 6, hidnyos
(1-2 pont) 28, hibds 20 dolgozat.

G. 632. Egy 900 km/h sebességgel haladd repiilégép mdsodpercenként 4 liter
izemanyagot (kerozint) haszndl fel. Mekkora utat tesz meg percenként az az autd,
amelyik 100 kilométerenként 6,4 liter benzint fogyaszt, és 5 ora alatt annyi benzinre
van sziiksége, amennyi kerozint kilométerenként fogyaszt a repiilégép?

(4 pont) Kozli: Tornyos Tivadar Eérs, Budapest

Megoldas. A repiilégép, amelynek sebessége 900 km/h = 250 m/s, 1 mdsod-
perc alatt 4 liter kerozint hasznél fel, és ennyi id6 alatt 250 métert tesz meg. Ezek
szerint 1 kilométer megtételéhez 16 liter iizemanyagra van sziiksége.

Az auté 100 kilométert tesz meg 6,4 liter benzin felhaszndldsival, és mivel
16 liter iizemanyagot fogyaszt 5 déra alatt, 2 dra alatt 6,4 liter benzint hasznal el.
Teh&t a sebessége 50 km/h, {gy percenként 0,833 kilométert tesz meg az autd.

Csanddi Réka (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 9. évf.)

74 dolgozat érkezett. Helyes 70 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos
(1-2 pont) 2 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 4993. A Calais-t Doverrel dsszekdtd ,,Csalagut” hossza 55 km, ennek mint-
egy 38 km-es szakasza halad a La Manche csatorna alatt. Képzeljink el a 6371 km
sugari, tokéletesen gomb alaki Foldon egy 40 km hosszi, nyilegyenes vasiti alag-
utat a tenger szintje alatt, amelynek tenger alatti eleje és vége felett 20 méter
magasan dll a viz.

a) Milyen magasan dll a viz ennek az alagitnak a kézepe felett?

b) Ha ebben a vasiti alagitban nem lenne levegd, és eltekinthetnénk a sdrlédds-
tol is, mennyi 1dd alatt haladna dt rajta az alagut eqyik végérdl nyugalmi helyzetbdl
indulo vagon csupdn o Fold gravitdcics vonzderejének hatdsdra?

¢) Mekkora sebességgel szdguldana dt ez a vagon az alagit kézepén?

(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
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Megoldas. a) Az alagiit két vége a felszin alatt h = 0,02 km mélyen van, igy
tavolsaga a Fold kozéppontjatol

R —h =6370,98 km.

A Pitagorasz-tételbdl kiszamolhaté, hogy
az alagut kozepe a Fold kozéppontjatol

r = 4/6370,982 — 202 km = 6370,949 km

tavolsagra van, igy

R —r =6371,000 km — 6370,949 km = 0,051 km = 51 m

magasan all az alagut kozepe felett a viz (1dsd a nem méretardnyos dbrdt).

b) A vagon és a Fold tomegkozpontjdnak tdvolsdga folyamatosan véltozik,
ezért a vagonra hatd graviticiés er6 is folyamatosan véltozik. Amikor a vagon
y tavolsidgra van a Fold kozéppontjatdl, akkor a tomegvonzas szempontjabdl csak
az M tomegl Foldnek az y sugaru gombon beliili, m* tomegi része jon szamitdsba,
ahol A

3T Y

- 4 3
§R37T R

Az m tomegl vagonra hatd gravitacios er6:

mm™* mM

Fgrav :77 :VF Y,

amelynek a pélya irdnydba es6, a palya kozéppontja felé mutaté komponense:

x mM

F = —Fgray - cOsp = —Fgray v =V T

A képletben = a vagon és a palya kozéppontjanak tavolsagat jeloli. Lathatjuk,
hogy a testre haté er6é aranyos a kitéréssel és azzal ellentétes irdanyu, ezért a test
harmonikus rezgémozgést végez, éppen gy, mint egy

mM
D=2

rugéallandoju rugd altal kifejtett eré hatasara tenné. Jelen esetben a vagon egy
félperiédusnyit mozog, tehat a menetideje:

T / | R3
t:§:7r %ZTI‘ W:253ls%42perc.

Megjegyzés. Felhasznilva, hogy a nehézségi gyorsulds a Fold felszinén g = yM/R?,
a vagon mozgasanak ideje a t = w\/R/g Osszefiiggésbél is kiszamithato.
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¢) A vagon harmonikus rezgémozgést végez A = 20 km-es amplitidéval, ezért
az alagut kozepén lesz a legnagyobb a sebessége:

2 m km
max = A— =248 — =89,3 —.
v T S h

Debreczeni Tibor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 11. évf.)

69 dolgozat érkezett. Helyes 28 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 10, hidnyos
(1-3 pont) 28, hibds 3 dolgozat.

P. 5006. Egy 200 g tomegt strandlabdat fiiggdlegesen lefelé erdsen a talajra
dobunk. A labda a legjobban benyomott dllapotdban egy 10 cm dtmérdjid korlap
mentén érintkezik a talajjal, és ekkor a labddban lévé levegd nyomdsa 110 kPa
lesz.

a) Mekkora a labda tomegkdzéppontjanak legnagyobb gyorsuldsa, ha a talaj
szdraz €s eqy kicsit gorongyos?

b) Mds értéket kapndnk-e a gyorsuldsra, ha a talaj sima és nedves volna, és
emiatt a labda talagjal érintkezd része alatt nem maradna levegd?

(A Kkiilsé légnyomds 100 kPa.)
(5 pont) Kozli: Gndadig Péter, Vacduka

I. megoldas. a) A labda legjobban benyomdédott dllapotdban
A=(5cm)’r =7,85-10"% m?

teriileti korlap mentén érintkezik a talajjal. Legyen a labda teljes tomege m, a ta-
lajjal érintkezo részének tomege m*. A kiils6 légnyomast jeloljiik po-lal, a labdaban
16v6 levegd legnagyobb nyomdsat pedig pi-gyel (1. dbra).

a) A labda benyomédott részére feliilr6l p; A eré hat, alulrdl pedig (amennyiben
a labda alatt levegd marad) pgA + K erd nyomja felfelé. K a gorongyos talaj dltal
kifejtett kényszerer6t jeloli. A labda tobbi része ,,simén”, vizszintesen csatlakozik
a korlap alaku részhez, igy nem fejthet ki arra ered6 fiiggdleges erot.

A korlap az titkozés ideje alatt nem gyorsul, hiszen az bizonyos ideig folyama-
tosan a talajjal érintkezik, igy a mozgésegyenlete:

m*g+p1A=poA+ K1, vagyis K;=(p1—po)A+m’g.

Megjegyzés: Mivel a nyomdskiilonbségbdl szarmazo elsé tag kb. 78 N, a korlapra hatd
nehézségi er6 pedig biztosan kisebb, mint mg = 2 N, jé kozelitéssel igaz, hogy
K1 =~ (p1 — po)A.
Vizsgaljuk most meg a labda tobbi részére hatd kiilsé eréket! A légnyoméds

altal kifejtett ero pg A nagysagu, és fiigglegesen lefelé mutat, hiszen a légnyomésbdl
szarmaz6 erck eredGje a teljes labdara nulla, és a talajjal érintkez6 korlapra a kiilsd
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Po

Po

p1A
A\
v
K>
1. dbra 2. dbra

levegd pgA nagysigu, fiiggdlegesen felfelé mutaté erdt fejt ki. A labda egészére
felirhaté mozgdsegyenlet (a fiiggblegesen felfelé mutaté irdnyt tekintve pozitivnak):

Ky + poA —mg — pgA = ma,

ahonnan K; kordbban kiszamitott értékének behelyettesitése utan a tomegkodzép-
pont gyorsulasa:
(p1 —po)A  m-—m*  (p1 —po)A

m
g~ —g~380 .
m m m S

b) Ha a talaj feliilete sima és nedves, akkor a labda alatt nem marad levegd,
tehdt a légnyomdsbdl szarmazo pp A erd most nem 1ép fel. Helyette viszont a vizréteg
és a talaj fejt ki a labda aljara valamekkora erét. (A talajon 16v6 viz a labdén kiviil
is jelen van, és ott érintkezik a kiils6 levegOvel, igy a nyomaésa gyakorlatilag py.
Ha viszont a labda ténylegesen lezarja az aldja szorult vizet, akkor a viz nyomésa
akdr p; is lehet.)

A talajjal érintkez6 labdadarab nem gyorsul, igy a mozgasegyenlete:
m*g + plA = K27

ahol K5 a talaj és a vizhértya altal kifejtett ered6 erd (2. dbra). Az dbrdn — az egy-
szerliség kedvéért — nem jeloltiik, hogy a labda alja milyen mértékben érintkezik
kozvetleniil a talajjal, illetve a vizzel. A labda egészének mozgasegyenlete:

Ky —mg — pgA = ma,

vagyis a tomegkozéppont gyorsuldsa:

m

(1 —po)A  m—m*
m m

Ez az érték ugyanakkora, mint az a) esetben volt a témegkézéppont gyorsuldsa.

Tobb megoldds alapjdn
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II. megoldas. Hasznaljuk az I. megoldés jeloléseit! A labda lendiilete a leg-
jobban benyomodott allapotban és az azt megelozo, illetve kévetd pillanatokban
igy irhaté fel:

Iteljes(t) — Ifelsé(t) + Ia156(t) = Ifelsc’j(t)7

hiszen az alsé rész az iitkozés alatt folyamatosan nyugalomban van, tehat ezalatt
a lendiilete nulla. (Az ,alsé” kifejezés a labddnak a talajjal érintkezd részére, a ,,felss”
pedig a t6bbi részre utal.)

Newton II. torvényét ilyen alakban is felirhatjuk:

_ AIteljes(t) _ AIfelsc'S(t)

ma At At

fels§
= F 5

ahol
Ffelso — p1A —poA _ (m _ m*)g

a felsd részre haté er6k (a kiilsd és a belsd légnyomdsbdl szarmazo erék és a nehéz-
ségi erd) ered8je. Az eredd erd képletében szerepld elsé két tag nagysdgdt onnan
kaphatjuk meg, hogy tudjuk: egy teljes, zart feliiletre hatd, a légnyomasbdl szér-
mazo6 erék eredéje nulla. A fenti Osszefiiggés felirasandl kihasznéltuk, hogy a haj-
lékony anyagu labda alsé része nem fejthet ki fiiggéleges irdny1 erét a fels6 részre,
mert a két rész vizszintes érintosikkal, ,,torésmentesen” csatlakozik egymashoz.

A fenti egyenletekbdl a tomegkdzéppont gyorsuldsara

(p1 —po)A  m-—m"
m m

m
a= g~ 380

S
adddik. Ez az eredmény fiiggetlen attol, hogy a labda alsé része és a talaj kozott
milyen a kapcsolat, vagyis hogy a talaj szdraz-e vagy nedves, sima-e vagy pedig
gorongyos.

(G. P.)

26 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott Bartok Imre, Csire Roland, Csuha Bogléarka,
Elek Péter, Fajszi Bulcsi, Fekete Baldzs Attila, Kolontari Péter, Marozsdk Tdbids,
Olosz Adél és Péta Baldzs megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos (2-3 pont) 13,
hibds 2 dolgozat.

P. 5033. Kozmikus porbdl és gdzokbol dllo, M tomegti csillagkozi kod perdii-
lete N. A belsd gravitdcios hatdsok kévetkeztében a kod teljes anyaga két kis méreti
gombbe tomoril, és igy kettdscsillag alakul ki.

a) Mekkora o kettdscsillag tomegkdzéppont korili Tesinag keringési ideje, ha
a csillagok korpdlydn mozognak, és a témegik my, illetve mo? (my +mg = M és
my1 < ma.)

b) Mekkora lehet a két csillag tdvolsdga?

¢) Ha a kialakulé kettdscsillag tdvolsdga nem pontosan dllandd, hanem kis
amplitiuddéval ingadozik, mekkora ennek az ingadozdsnak a periddusideje?

(6 pont) Kozli: Mihail Sandu, Calimanegti, Romania
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Megoldds. a) A kettdscsillag kialakuldsa sordn, mivel a rendszerre kiils§ eré
nem hat, és anyag sem tavozik belOle, annak tomegkozéppontja mindvégig nyu-
galomban van az alkalmasan vélasztott koordinata-rendszer origdjaban, tovabba
a rendszernek a tomegkozéppontra vonatkoztatott perdiilete (V) is idében dllandd.

Legyen a két csillag tavolsaga r, a tomegkdzépponttdl mért tavolsaguk pedig 1
és ro. Jelolje tovdbba w = 27 /Tysinag a csillagrendszer keringésének szogsebességét.
Ekkor fennallnak az

m m
(1) ro= TMQ’ ry = ?"Ml,
(2) N =rimq(riw) + roma(row) = Mrzw

M

Osszefiiggések.

A csillagok a tomegkozéppont koriili korpalyan keringenek. Az egyik (példaul
az my tomegl) csillag mozgdsegyenlete:

mims 2 mims o

2
=mnw =
M

rw, azaz M = 13w,

3)

r2
(Ugyanerre az Osszefiiggésre vezet a masik csillag mozgasegyenlete is.)

A (2) és (3) egyenletekbdl r kikiiszobolésével a szogsebesség

V2 (mymy)° . 2 M°P
MN3 = 64 N3

(4) w=

Az utolsé 1épésnél felhasznaltuk a szamtani-mértani kozépre vonatkozd

<m1+m2 M
mm s ——— = —
17782 9 9

egyenlGtlenséget.

A kettéscsillag-rendszer keringési ideje tehdt

T 2 7MN3 > 128 7N3
csillag = 470 > s .
g ,72 (m1m2)3 ,-Y2M5

Lathato, hogy a két csillag keringési ideje nem lehet egy bizonyos értéknél kisebb.
A leggyorsabb keringés a szimmetrikus tomegeloszlasnak, az my = my = M/2 eset-
nek felel meg.
b) A (2) és (3) Osszefiiggésekbdl az w szogsebességet kikiiszobolve a csillagok
tavolsagara
N2M N?
(5) r= 5 > 16— —
y(mamz) M

adddik. (Ismét felhasznédltuk a szdmtani-mértani kozépre vonatkozé egyenlétlen-
séget.)
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A két csillag tavolsaga sem sem lehet egy bizonyos értéknél kisebb. A legkisebb
csillagtavolsag a szimmetrikus tomegeloszlashoz tartozik.

c) Irjuk fel az m témegli csillag sugar irdnyt (radidlis) mozgasegyenletét,
amikor a tomegkodzépponttdl mért tavolsdga r1, az r1-nek megfeleld ,, gyorsulas” aq,
a szogsebessége pedig w:
mimso

(6> mia; — 77117“1</J2 =7 2

Itt most 71, r és w id6ben véltozé mennyiségek.

Megjegyzés. (6) bal oldaldnak mésodik tagja azt fejezi ki, hogy a polarkoordinata-
rendszerben a sugér irdnyd gyorsulds nem egyszeriien a(t), ami az r(t) tdvolsdg vdltozasi
sebességének ,,véltozdsi iiteme” (masodik derivéltja), hanem a; (t) — r1w?. A —(miriw?)-es
kifejezést (6) jobb oldaldra rendezve az a tag gy is értelmezhetd, mint az w szégsebességgel
forgd vonatkoztatdsi rendszerben fellépd ,,centrifugalis erd”.

Felhaszndlva az (1) és (2) osszefiiggéseket (6) tovabb alakithatd:

2
mimsa mimg [ MN 1 mims
6 t) — : = -

(6) M a(?) M (mlmg) r(t)3 v T(t)2 ’

ahol a(r) az r(t) tdvolsdgnak megfeleld ,, gyorsulds”. Mivel r(¢) csak kis amplitudéval
ingadozik az (5)-nek megfelelé egyenstilyi

N2M

rOo=——""=75
’}’(mlmz)2

érték koriil, kereshetjiik a megolddst r(t) = ro + (t) alakban, ahol z(t) < ro. Behe-
lyettesitve ezt az alakot (6')-be és x /1y els6nél magasabb hatvanyait elhanyagolva,
vagyis csak elsérendben szdmolva a korpalya koriili ingadozédsokat, a (6') mozgés-
egyenlet igy alakul:

72(7”17712 3

2
(7) a(t) = — [1\41\[3)] - x(t).

A fenti egyenlet szdrmaztatdsanal kihasznéltuk, hogy els6 (linedris) kozelitésben

o “1<1‘2x(t)> S “1(1‘3M>

A (7) egyenlet (amelyben a(t) nemcsak r(t) , gyorsuldsa”, hanem az attdl csak
egy 1o konstanssal kiilonboz6 x(t) gyorsuldsa is) a harmonikus rezgémozgds moz-
gasegyenlete, és a szogletes zardjelben &llo kifejezés a rezgés korfrekvencidjanak
négyzete. Ezek szerint

2 3
¥ (mima)
Wingadozds — MN3 )
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ami (4) szerint éppen a csillagok keringési szgsebességével egyezik meg. Ezek

szerint
MN?3

2 3
72 (mimsz)
Marozsak Tobids (Budapest, Obudai Arpad Gimn., 12. évt.)

18 dolgozat érkezett. Helyes Fajszi Bulcsi, Marozsdk Tébias és Tordai Tegze megol-
désa. Kicsit hidnyos (5 pont) 7, hidnyos (1-4 pont) 8 dolgozat.

CZ—‘ingadozéxs = Lcsillag = 2m

P. 5036. A Nap koril keringd eqyik tistokis legkisebb tdvolsdga a Naptdl
0,5 CSE, a legnagyobb pedig 31,5 CSE.

a) Mekkora az tistokos keringési ideje?

b) Mekkora teriiletet sirol az tistékdst a (nyugvdnak tekinthetd) Nappal dssze-
kotd szakasz egy év alatt?

(4 pont) Csillagdszati versenyfeladat alapjdn
Megoldas. a) Az iistokos palydjanak fél nagytengelye
31,5405
a=—2>
2

A foldpélya fél nagytengelyének hossza 1 CSE, és a Fold keringési ideje 1 év. Kepler
III. torvénye szerint a keringési idok négyzetei tigy aranylanak egymaéshoz, mint
a palyédk fél nagytengelyeinek kobei:

CSE = 16 CSE.

3 2 2
Diistokss _ 163 = Tiistokos _ Thistokos
3 1 év ’

AFs1d T5sa
innen Tigsisrss = V163 év = 64 év.

b) Kepler II. torvénye szerint a vezérsugar egyenld idék alatt egyenld teriileteket
sarol:

AA

Mivel 64 év a keringési id6, egy év alatt az ellipszis Ag = abw teriiletének 6_14 részét
surolja az iistokost a Nappal osszekotd szakasz (b az ellipszis fél kistengelye).
A Nap és az ellipszispalya kozéppontja ¢ =16 CSE — 0,5 CSE = 15,5 CSE

tavolsagra van egymastdl. A fél kistengely hossza Pitagorasz tételébol szamithato
(lsd az dbrdt):

b=+a?— 2 =/162 — 15,52 CSE = 3,97 CSE.

I

&

Nap
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Igy az ellipszispélya teriilete Ay = (16 CSE) - (3,97 CSE) - 7 = 199,5 CSE?, a ve-
zérsugar tehat évente

Ao 2 22 2
— =~ 3,12CSE"~7-1
o 3,12 CS 7-10%“ m
teriiletet strol.
Marké Gdbor (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 10. évf.)

41 dolgozat érkezett. Helyes 24 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 10, hidnyos
(1-2 pont) 6, hibas 1 dolgozat.

Fizikabdl kitlizott feladatok

M. 380. Mérjitk meg egy f6tt tojas tehetetlenségi nyomatékat a szimmetria-
tengelyére vonatkozolag!

(6 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

G. 645. A NASA vakuumkamrajiban filmre vették, ahogyan a kalapacs és
a madartoll is egyforman, g = 9,81 m/s? gyorsuléssal esik a fold felé, egyszerre in-
ditva 6ket egyszerre érnek talajt. Ha a filmet kétszeres sebességgel vetitik, mekkora
lesz az igy lejatszott moziban a kalapéacs és a toll gyorsulasa?

(3 pont)

G. 646. Egy kémiaszertarban egyforma iivegekben taroljdk a vegyszereket.
Az egyik iiveg tele van glicerinnel, a masik éterrel. A glicerines iiveg tomege
2290 gramm, az éteresé 1471 gramm. Mekkora az iires iiveg tomege?

(3 pont)

G. 647. Két — latszélag egyforma — vizforralé kancséban szabdlyos hatszog-
ben meghajlitott fiitészélat taldlunk. Az egyik kancséban az a) dbra, a masikban
a b) dbra szerint kototték be a flitészélat. Melyik kancséban forr fel hamarabb
a viz?

(3 pont)
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G. 648. Egy kis bogar indul el egy 10 cm oldaléli fakocka P cstcsdbdl. Leg-
alabb mennyi idére van sziitksége a bogarnak ahhoz, hogy elérjen a kocka legtavo-
labbi @ csticsdhoz, ha a bogar sebessége 1 cm/s? Hanyféle titon mozoghat a bogér,
hogy a legrévidebb id6 alatt odaérjen?

(4 pont)

P. 5056. Egy 40 N/m rugdallandéji, elhanyagolhaté tomegli rugé fiiggbleges
helyzetben &ll az asztalon. A rugd tetejéhez erésitett, ugyancsak elhanyagolhatd
tomegl lemezre egy 0,2 kg tomegli, kis méretli testet ejtiink, a lemeztél mérve
0,4 m magassagbdl. Mennyi ideig lesz a kis test a lemezen, ha nem tapad hozza?

(5 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatjvaros

P. 5057. Egy a = 30° hajldsszogl lejtore
helyeziink egy m = 0,5 kg tomegl és egy 3m
tomegi kicsiny testet, amelyek elhanyagolhatd
tomegl, d =50 cm hosszisagli, merev ruddal
vannak Osszekapcsolva. A lejt6 felsé része sirls-
dasmentes, az alsé részén a strlédasi egyiitthatd
w=0,2.

Kezdetben az m tomegi test L = 40 cm tavolsagra van attél a hatédrvonaltdl,
ahol mdr van surl6dés, és s = 120 cm tavol van a lejté aljatél. A két (pontszeriinek
tekinthetd) testbol &ll6 rendszert magara hagyjuk.

a) Adjuk meg a ridban ébred§ er6t a megtett ut fiiggvényében!

b) Mennyi id6 alatt ér le az m tomegii test a lejté aljara?

(5 pont) Kozli: Kotek Ldszld, Pécs

P. 5058. Egy hobortos alaszkai vallalkozo kiilonleges kalandparkot miikodtet.
Egy nagyon magas jéghegy belsejében csavarvonal alakd bobpéalyat épit. A csa-
varvonal tengelye fligglleges, atméréje d, menetemelkedése h. A palya a hegy te-
tejétél indul, és a hegy aljanal egy rovid, surléddsmentesnek tekintheté kanyar
utan s hosszisagn, vizszintes, egyenes szakaszban végzédik. A pélya nagyon hosszu
(az utasok szamdra ,végtelen hosszinak” tiinik), és a bobok (amelyeken sem kor-
mény, sem fék nincsen) éppen a vizszintes szakasz végén dllnak meg. (Az egysze-
riiség kedvéért tekintsiik a bobokat témegpontoknak.)

a) Mekkora a cstszdsi surldddsi egyiitthaté a bob fémteste és a jég kozott?

b) Mekkora a bobok legnagyobb sebessége?
Adatok: d =10 m, h = 1,5 m, s = 270 m.

(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5059. Mennyi id6 alatt esik be egy test a Napba, ha a Naptdl 50 CSE
tavolsagbdl, kezdOsebesség nélkiil indul? Mennyi id6 alatt teszi meg a palyéja felét?

(5 pont) Némedi Istvdn (1932-1998) feladata nyomén
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P. 5060. Két egyforma iivegballont keskeny, rovid csé kot Gssze, melynek
bels6 térfogata elhanyagolhaté. A benniik 1évo levegé homérséklete 27 °C. Hany
szazalékkal né a levegé nyomasa a ballonokban, ha az egyik ballont 177 °C-ra
melegitjiik, mikdzben a masikat 27 °C-on tartjuk?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5061. Egy allando tomegti idedlis gazzal végzett folyamat egyenlete: pV™ =
= allando.

a) Mekkora n értéke, ha a folyamat izotermikus, izobdr, vagy adiabatikus?

b) Mekkora lehet n értéke levegd esetén, ha a folyamat kozben a gdz hét ad le,
és mégis felmelegszik?

(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5062. Kisérletek alapjan tudjuk, hogy a vezetok ellenallasa fiigg a hémér-
séklettol. Egyes otvozetek esetén az ellendllas hoéfoktényezoje negativ, mig masok
esetében pozitiv. Ennek felhasznélasaval kiilonboz6 6tvozetekbol késziilt vezeté-
kek dsszekapcsoldsaval olyan huzalellendllasokat gyarthatunk, amelyek ellenéllasa
széles tartoméanyban fliggetlen a hémérséklettol. Az alabbi tabldzatban konstan-
tan és manganin esetében adtuk meg a vezeték egységnyi hosszara vonatkoztatott,
0 °C-on mért ellendlldsértékeket (1) és az tvozeteket jellemzd héfoktényezdket (a):

r[Q/m] | a[1/°C]
konstantdn 6,3 —5,0-107°
manganin 5,3 +1,4-107°

Milyen hosszisagi konstantanbdl és manganinbdl késziilt vezetékdarabokat
kell sorba kotniink ahhoz, hogy hémérséklet-fiiggetlen, 5,0 Q-os ellenalldshoz jus-
sunk?

(3 pont) Tornyai Sdndor fizikaverseny, Hédmezévasarhely

P. 5063. Az dbra szerinti kapcsoldsban idedlisnak tekinthetd miiszerek van-
nak, amelyek a feltiintetett értékeket mutatjik. Mekkordk az R;, Ro, R3 és Ry
ellenallasok?

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5064. Az dbran lathato, sirlédasmentesen tengelyezett, R = 20 cm sugaru,
my; = 0,2 kg tomegli, tomor szigetelokorong peremére mo = 0,05 kg témegi réz-
gytliriit erésitettiink, amelynek @ = 8- 1076 C toltést adtunk. A korong tengelyére
rogzitett, r = 5 cm sugaru csigara tekert vékony fondlon egy M = 10 kg t6megi ne-
hezék fiigg, amelyet egy adott pillanatban lokésmentesen elengediink. Inditas utan
t = 3 s milva mekkora lesz a korong keltette magneses indukcié a korong kézepénél?
(Az 6nindukcié jelensége figyelmen kiviil hagyhatd.)

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest
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30V 20V

P. 5063. P. 5064. P. 5065.

P. 5065. Egy gomb alaku vizcseppre érkez6 fénysugar az dbrdn lathaté médon,
két bels6 visszaver6dés utdn a bejové sugarra merdleges irdnyban 1ép ki a vizcsepp-
b8l. Mekkora a beesési szog? (A viz torésmutatdja n = 3.)

(5 pont) Kozli: Cserti Jézsef, Budapest

P. 5066. Egy atlatsz6 kozegben z iranyban valtozik az optikai térésmutato.
Erre merélegesen, az x tengely iranyaban vékony fénysugarat inditunk, amely
a kozegben a pozitiv z iranyba eltériilve parabolaiv mentén halad. A térésmutatd
értéke z = 0-nal ng, mig z = h-nal v/2ngy. Hogyan fiigg a torésmutatd z-t617

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Budapest

Bekiildési hatarid6: 2018. november 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 68. No. 7. October 2018)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 416): K. 594. Three two-
digit prime numbers are formed by using one of the digits 2, 3, 5, 6, 7 twice and every other
digit once. What is the sum of the three numbers? K. 595. QUARTO is a strategy board
game (1991) for two players, invented by the Swiss mathematician Blaiseb Miiller. The
game includes a set of 16 pieces, each different from all others in some way. The pieces can
be divided into two sets of eight by each of four different attributes: — tall or short; — black
or white; — round or square; — hollow or solid at the top. In how many different ways is it
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possible to select two pieces that agree in exactly two or three attributes? K. 596. Let P,
Q@ and R denote points on sides AB, BC and CA of a triangle ABC, respectively, such
that AP = AR, BP = BQ and C@Q = CR should hold. How many different sets of such
points P, @, R may exist for a given triangle ABC? K. 597. The midpoints P, (), R and
S of the sides of a square ABC'D are connected to the vertices as shown in the figure.
Determine the ratio of the area of quadrilateral BV DT to that of the square ABCD.
K. 598. On a digital clock display, digits consist of small illuminated line segments as
shown in the figure. The energy consumption of the clock depends on the number of small
line segments switched on or off as time elapses. For example, when a 3 changes to a 4, two
line segments are switched off and one is switched on, which means 3 switch operations.
During a full cycle of 0,1,2,...,9,0, this adds up to a total of 30 switch operations. If the
same digit symbols were used to designate the numbers 0 to 9 in some different order,
the number of switch operations could be reduced. Find the minimum number of switch
operations that could be achieved in a full cycle, and give an example for a possible order
of digits. (Proposed by Zs. Ruttkai, the Netherlands)

New exercises for practice — competition C (see page 417): Exercises up to
grade 10: C. 1497. Solve the following simultaneous equations: zy = 2, zz =y, yz = .
C. 1498. What is the maximum possible length of the shadow of a 2-metre-tall man on
the Earth if the Earth is considered a sphere of radius 6370 km, illuminated by parallel
light rays from the Sun? Exercises for everyone: C. 1499. Find the largest positive
integer n for which there exists an appropriate order of the numbers 1,2,...,n such that
the large number obtained by writing all the numbers together in a row has the following
property: for any pair a, b of successive digits, at least one of the two-digit numbers ab,
ba is a prime. C. 1500. On a line segment AB, the points X and Y are marked, and
the squares AXPQ, XBRS, BYWV and YAUT are drawn, with their vertices labelled
in counterclockwise order. The centres of the squares are denoted by K, L, M and N,
respectively. Prove that the line segments KM and LN are perpendicular and equal in
length. (German competition problem) C. 1501. Find the longest arithmetic sequence of
distinct prime numbers less than 200. Exercises upwards of grade 11: C. 1502. In each
figure, there are six circles of equal radius drawn in a unit square. In which arrangement
do the circles have a larger radius? (German competition problem) C. 1503. In a triangle,
the squares of the sides a, b, ¢, in this order, form an arithmetic sequence. Show that the
measure of the angle opposite to side b is at most 60°.

New exercises — competition B (see page 418): B. 4974. At least how many
numbers should be selected out of 1,2,...,10 so that we can be certain that every such
selection will contain a set of numbers whose sum is divisible by 117 (&8 points) (Pro-
posed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 4975. Given a point P and four pairwise differ-
ent lines e || f and g || h, construct a line through P that intersects the lines e, f, g,
h, respectively at points E, F, G, H such that EF = GH. (3 points) B. 4976. Let
A ={-4;-3;-2;—-1;0;1;2;3;4}. First and Second take turns in selecting a number (not
selected before) out of the elements of set A. The player first collecting three num-
bers that add up to zero wins the game. Is there a player who has a winning strat-
egy? (4 points) (Proposed by A. Bdn-Szabs, Budapest) B. 4977. Prove that the ortho-
centre of the triangle formed by the points of tangency of the incircle on the sides of
a right-angled triangle lies on the altitude drawn to the hypotenuse. (4 points) (Kvant)
B. 4978. Let n > 3 be an integer and let o denote an arbitrary real number. Prove that

r o cos? (a + %TW) = % (5 points) B. 4979. In an acute angled triangle ABC, D
and E are interior points of the sides AB and AC, respectively. The line segments
BE and CD meet at F. Prove that if BC? = BD-BA+ CE-CA then the quadri-
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lateral ADFE is cyclic. (5 points) (Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 4980. Let
n > 3 be a positive integer, and let a1, az2,...,a, be positive real numbers. Prove that

al as an n _ i
1< antaitas + a1tastas + + @ 1tantar < [2] where the left-hand side of the

inequality cannot be replaced by a larger number, and the right-hand side cannot be
replaced by a smaller number. ([z] denotes the greatest integer not greater than the num-
ber x.) (6 points) B. 4981. The area of the orthogonal projection of a unit cube onto the
plane xy is A, and the length of its orthogonal projection onto the z-axis is a. Prove that
A = a. (6 points) (Proposed by P. Erben, Budapest)

New problems — competition A (see page 420): A. 734. Let G = (V, E) be a tree
graph with n vertices, and let P be a set of n points in the plane with no three points
collinear. Is it true that for any choice of the graph G and set P, we can embed G in P, i.e.,
we can find a bijection f: V — P such that when we draw the line segment [f(m), f(y)]
for all (x,y) € E, no two such segments intersect each other? (Proposed by Benedek Vili,
Szeged) A. 735. Does there exist an infinite sequence a1, az, ... of real numbers which is
bounded, not periodic, and satisfies the recursion a,+1 = an—1an + 17 A. 736. Circle w
lies in the interior of circle €2, on which a point X moves. The tangents from X to w
intersect ) for the second time at points A # X and B # X. Prove that the lines AB are
either all tangent to a fixed circle, or they all pass through a point.

Problems in Physics
(see page 442)

M. 380. Measure the rotational inertia about the symmetry axis of a hard boiled
egg.

G. 645. In a NASA’ vacuum chamber it was filmed that both a hammer and a feather
fall towards the Earth at the same acceleration of g = 9.81 m/s?, and if they are released
at the same instant then they hit the ground at the same time. What will the acceleration
of the feather and the hammer be if the film is played at twice the speed of the recording?
G. 646. In a chemistry laboratory chemicals are stored in alike bottles. One is full of
glycerine, and the other is full of ether. The mass of the bottle filled with glycerine is
2290 grams, and that of the other bottle with ether in it has a mass of 1471 grams. What
is the mass of an empty bottle? G. 647. In two — seemingly alike — electric kettles the
heating wire is bent into the shape of a regular hexagon. In one of the kettles the heating
element was connected as shown in figure a), whilst in the other the heating element
was connected as shown in figure b). In which kettle will the water start to boil sooner?
G. 648. A small bug starts crawling from the vertex P of a wooden cube of edges 10 cm.
At least how long does it take for the bug to reach the furthest vertex @ of the cube, if
the speed of the bug is 1 cm/s? In how many different paths can the bug move in order
to reach @ in the shortest time?

P. 5056. A spring with negligibly small mass and of spring constant 40 N/m is
standing on the tabletop in a vertical position, and on its top there is a sheet, which
also has negligible mass. A 0.2 kg small object is dropped to the sheet from a height of
0.4 m, measured from the level of the sheet. For how long will the small object be on the
sheet if it does not stick to it? P. 5057. A small object of mass m = 0.5 kg and another
of mass 3m are placed to an inclined plane of angle of elevation of a = 30°. The two
small objects are attached with a negligible-mass rigid rod of length d = 50 cm. The top
part of the slope is frictionless, whilst on the bottom part of the slope the coefficient of
friction is p = 0.2. Initially the object of mass m was at a distance of L = 40 cm from the
boundary of that region where there is friction, and at a distance of s = 120 cm from the
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bottom of the plane. The system of the two (point-like) objects is released. a) Give the
force exerted in the rod as a function of the distance covered. b) How long does it take for
the object of mass m to reach the bottom of the inclined plane? P. 5058. A whimsical
Alaskan constructor runs a strange adventure park. Inside a very tall iceberg he builds
a helical bob sleigh track. The symmetry axis of the helical path is vertical, its diameter
is d, and the lead of the path is h. The track starts at the top of the iceberg and at
the bottom of the iceberg it ends after a short frictionless bend, in a horizontal, straight
path of length s. The path is very long (for the passengers it seems “infinitely long”), the
bobs have neither steering wheel nor brake in them, and they stop just at the end of the
horizontal part of the track. (For the sake of simplicity consider the bob sleighs point-
like objects.) a) What is the coefficient of kinetic friction between the metal body of the
bob and the ice? b) What is the greatest speed of the bobs? Data: d = 10 m, h = 1.5 m,
s =270 m. P. 5059. How long does an object take to fall into the Sun from a distance of
50 AU from the Sun, if it starts without initial speed? How long does it take to cover half
of the distance? P. 5060. T'wo alike glass balloons are connected with a thin, short tube,
whose inner volume is negligibly small. The temperature of the air inside the balloons is
27 °C. By what percent does the pressure of the enclosed air in the balloons increase, if
one of the balloons is heated to a temperature of 177 °C, whilst the other is kept at the
temperature of 27 °C? P. 5061. The equation of the process through which a sample of
ideal gas of constant mass taken is the following: pV™ = constant. a) What is the value
of n if the process is isothermal, isobaric or adiabatic? b) What can the value of n be in
the case of air, if the gas releases heat during the process, and still heats up? P. 5062.
From experimental results we know that the resistance of conductors depends on their
temperature. For some alloys this temperature coefficient of resistance is negative, whilst
for some others it is positive. Hence, by connecting pieces of wires of different alloys, one
can create a wire whose resistance is independent of the temperature in a wide temperature
range. In the table below, for two alloys manganin and constantan, the resistance values r
of unit-length wires measured at 0 °C, and their temperature coefficient of resistance «

are given. - [Q)/m] o [1/°C]
constantan 6.3 —5.0-107°
manganin 5.3 +1.4-1075

What length of wires made from manganin and constantan should be connected in series in
order to gain an equivalent resistance of 5.0 €2 which is independent of the temperature?
P. 5063. The meters in the circuit shown in the figure are ideal and their readings
are indicated. Find the resistance values of the Ri, Rz, Rs and R4 resistors. P. 5064.
A copper ring of mass mz = 0.05 kg and of charge Q = 8 -107° C is attached to the rim of
an insulating disc of mass m; = 0.2 kg and of radius R = 20 cm. The disc can be rotated
frictionlessly. There is a M = 10 kg scale weight hanging at the end of a thin thread,
which is coiled around a pulley of radius » = 5 cm on axle of the disc. The scale weight
is released at a certain moment without being pushed. Calculate the magnetic induction
due to the rotation of the disc at the centre of the disc, t = 3 s after the release of the scale
weight. (The phenomenon of self-induction is negligible.) P. 5065. A light ray entering
into a spherical water drop emerges from the drop perpendicular to its original direction,
after two internal reflections, as shown in the figure. What is the angle of incidence? (The

refractive index of water isn = é.) P. 5066. In a transparent medium the optical refractive
index is changing in the direction of the axis z of the coordinate system. Perpendicular to
this, in the direction of the axis z a thin light ray travels, and entering into the medium it
is deflected towards the positive region of the axis z along a parabolic path. The refractive
index is ng at z = 0 and v2no at z = h. How does the refractive index depend on z?
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