Ebb6l a 12. évfolyamos konyvek atlagara: © = 1825 Ft.

¢) Legyen a B, illetve a C' kiaddk raktdrban levs kényveinek szdma b, illetve c.
Tehat b+ ¢ = 810 — 305 = 505, és az atlagaruk alapjan

1500 - 305 + 18006 + 2000c = 810 - 1760, azaz 18b+ 20c = 9681.

A két egyenletbdl (egészre kerekitve): b = 220 és ¢ = 285.

Kantor Sandor
Debrecen

Matematika feladatok megoldasa

B. 4820. Egy egységnyi oldali szabdlyos hdromszdgrdacson kijeldltink négy
olyan rdcspontot, amelyek eqy P paralelogramma csicsai; a P teriilete /3 egység.
Mekkora lehet a P belsejébe esd rdcsszakaszok dsszege?

(6 pont)
Megoldas. Bontsuk esetekre a feladatot aszerint, hogy egy paralelogramma
hany oldala illeszkedik racsvonalra.

1. eset: Mind a négy oldal racsvonalra illeszkedik.

Mivel a paralelogramma teriilete v/3, ezért 4 racs- 11
haromszoget tartalmaz. Vagyis ekkor a paralelogramma
belsejében 1év6 racsvonalak ¢sszhossza 3 (1. dbra). 10
2. eset: Két oldal (nevezziik 8ket alapoknak) illesz-
kedik racsvonalra. Mivel a paralelogramma magassaga 9
minimum V3 (hiszen két parhuzamos racsvonal kozott
legalédbb ekkora a tavolsdg), ezért az alapok hossza csak 8
1 vagy 2 lehet. 9 3 4

2.a eset: Az alapok hossza 2.

Vegyiik észre, hogy ha egy paralelogrammét ,eltolunk” egy egységgel (pél-
ddul a 2. dbrdn a pontozottat a siméba), akkor nem véltozik a bels§ rdcsvonalak
Osszege (hiszen a ,leesd”, és , bekeriils” haromszogek egybevigdak, eltolhatdk egy-
mdsba, és ugyanannyi benniik a rdcsvonalak sszege). Ez csak akkor nem igaz, ha
a keletkez6 paralelogramma mindegyik oldala récsegyenesre illeszkedik, hiszen ek-
kor ,elvész” az oldal a paralelogramma belsejébol, vagyis ebben az esetben 1-gyel
csokken az 6sszhossz (példdul a 2. dbrdn a sima paralelogrammé&bdl a csillagosba
valé eltolasndl”).
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12

11
10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2. dbra

Vagyis az 6sszes ebbe az esetbe ill6 paralelogrammat eltolhatjuk egy teljesen
racsvonalakra illeszkedd paralelogrammaéba gy, hogy kozben 1-gyel csokken a belsé
racsvonalak Osszege. Tehat ekkor 3 + 1 = 4 a bels6 racsvonalak Gsszhossza.

11
10

10
9

9
8

’ 2 3 4 5 6 7
8
2 3 4
3. dbra 4. abra

2.h eset: Az alapok hossza 1 (3. dbra).

Ekkor tovabbra is igaz, hogy szabadon tologathatjuk a paralelogrammaét, azon-
ban a végén (amikor egy olyan paralelogrammét kapunk, amelynek minden oldala
illeszkedik egy rdcsegyenesre) a rdcsvonalak Osszege 2-vel csokken. Vagyis ekkor
34 2 =5 a bels6 réacsvonalak 6sszhossza.

3. eset: Nincs racsvonalra illeszkedd oldala a paralelogrammaénak. Itt is igaz,
hogy eltolhatjuk a paralelogrammét (nem feltétleniil egy egységgel), amig egy olyat
nem kapunk, amelynek az egyik oldala mér racsvonalra illeszkedik (4. dbra).

Ekkor egy 2. esetbeli paralelogrammaét kapunk (hiszen az eltolds nem valtoztat
a paralelogramma teriiletén), vagyis kétféle lehet:

— Ha az alapja 2, akkor az eltolas soran 2-vel csokkent a belsé racsvonalak
Osszhossza, vagyis kezdetben 4 4 2 = 6 volt.

— Ha az alapja 1, akkor az eltolas soran 1-gyel csokkent a bels6 racsvonalak
Osszhossza, vagyis kezdetben 5 + 1 = 6 volt.

Tehat ebben az esetben mindig 6 a belsd racsvonalak 6sszhossza
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Tehat egy /3 teriiletii paralelogramméban a racsvonalak Gsszhossza 3, 4, 5
vagy 6 lehet.

Téth Viktor (Kaposvéri Tancsics Mihaly Gimn., 12. évf.)

58 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 24 versenyz6: And6 Angelika, Baran Zsuzsanna,
Beke Csongor, Borbényi Marton, Dedk Bence, Géaspéar Attila, Gyé&rity Agoston, Imolay
Andrés, Kerekes Anna, Kocsis Julia, Kovics Benedek, Kévari Péter Viktor, Marton
Dénes, Matolcsi David, Pap Benedek, Simon Déniel Gabor, Szabd Kristéf, Szakdly
Marcell, Szemerédi Levente, Tiderenczl Déniel, Téth Viktor, Vanké Miléna, Varkonyi
Dorka, Zélomy Krist6f. 5 pontos 2, 4 pontos 1, 3 pontos 3, 2 pontos 12, 1 pontos 12,
0 pontos 4 dolgozat.

B. 4865. Egy hegyesszogti hdromszog a és b oldalai dltal bezdrt szég harmado-
loi f és g. Igazoljuk, hogy
f+yg 2
1 1°
2 aty

(6 pont)

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit, a C-bdl induld szogfelez6 hossza le-
gyen d, a haromszog belsd szogei o, 5 és . Irjuk fel ABC'A teriiletét kétféleképpen:

absiny

g = Tapc =Tapc +Teecp =

dbsin % adsin 1

2
2 + 2

Innen, felhasznalva hogy sin-y = 2sin % cos %,
kapjuk:

20 2 d
-1 1 -
a+b sS4y cosy
A Kkitiizottnél erésebb
2 d
(1) max{f,g} < T 1= 7
4y cosy

allitast fogjuk igazolni. Az FDC hiromszogben F<t = o+ /3 és Dt = 8+ /2,
igy a szinusz-tétel szerint

i_ sin(ﬂJr%) B sin(aJr%)

d sin(a—i—%) sin(oz—l—%).

Megmutatjuk, hogy ha 0 < o,y < 7/2 és a + v > m/2, akkor

sin (a + %) cos 1

2
sin (a—i—%) <l

(2)
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Ebbél, mivel f és g szerepe szimmetrikus, kovetkezik (1). ElSszor tegyiik fel, hogy
a + v = 7/2. Ekkor

Sin(a—i—%)cos% sin (%—%)cos’y COSQ%
sin(onr%) sin(g—%y) cos%'y
_1+COS’}/ 1+4CO 373CO g
= R 5T .
2COS? 4COS 3 2

Mivel 0 < /3 < /6, igy v/3/2 < cosv/3 < 1. Az x := cosy/3 jelolést bevezetve ez
a bizonyitandé allitas:

42 —3x + 1

5 <1 & 42° — 42 - 30 +3<0 & (v—1)42® -3) <0.

Ez pedig nyilvanvaléan teljesiil, mert x — 1 < 0 és 422 — 3 > 0, ezért a +v = 7/2
esetén (2)-t beldttuk.
Most rogzitsiik v-t, és legyen

sin (a + %) cos L

2
sin (a + %)

fla) =

Megmutatjuk, hogy f a [r/2 — ~, 7/2] intervallumon monoton csékken. Ehhez de-
rivéljuk f-et:

ol cos(a—&—%)sin(a—&—%)—sin(a—i—%)cos(a—l—%)

f(a) = cos = - =
2 in2 ol
Sin (a + 3)
cos % sin %

sin? (a + %)

A derivalt trividlisan negativ, igy f valéban monoton csékkend. Ebbél és az oo+ =
= 7/2 specidlis esetbél (2) és igy az allitas is kovetkezik.

Megjegyzések: 1. A (2) egyenlStlenséget derivalas nélkiil, trigonometrikus azonossa-
gok iigyes alkalmazasaval is igazolhatjuk. Erdemes azonban a bemutatott médszert észben
tartani, amikor egyenlStlenséget akarunk bizonyitani. Ha a derivalt eléjele trividlisan l4t-
szik, mint esetiinkben is, akkor biztosan megktnnyiti a szamoldst.

2. Honlapunkon taldlhaté a feladatra két elemi megoldas, amelyek nem hasznalnak
differencialszamitést.

18 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 11 versenyzo6: Beke Csongor, Borbényi Marton,
Csahdk Timea, Daréczi Sandor, Gaspar Attila, Imolay Andrds, Kerekes Anna, K&vari
Péter Viktor, Németh 123 Baldzs, Szab6 Kristéf, Toth Viktor. 5 pontos 1, 4 pontos 1,
2 pontos 4, 0 pontos 1 dolgozat.
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B. 4868. Az ABC hdromszigben AC < AB, és az AF sulyvonal az A-ndl
lévd szdget 1 : 2 ardnyban osztja. A B-ben AB-re dllitott merdleges az AF egyenest
D-ben metszi. Mutassuk meg, hogy AD = 2AC.

(3 pont)

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jelolé-
seit. Irjuk fel a szinusz-tételt az ABF, illetve
az AFC haromszogekben:

AB  sinn
BF  sinp’

AC _ sin(180° —n)

CF  sin2u
Tovabba definicié szerint az ABD de-
rékszogli  hdromszogben cospu = AB/AD.

Felhasznalva, hogy BF = FC, valamint
a sin 2p = 2sin p cos p azonossagot a kovetkezdket kapjuk:

AC = CF = prp="Mipp 1 AB _AD

sin(180° — ) sinn

sin 2u ~ 2sin pcos p sin p QCos,u:2cosu: 2
Ezt akartuk bizonyitani.
53 dolgozat érkezett. 3 pontos 48, 2 pontos 1, 1 pontos 2, 0 pontos 2 dolgozat.

B. 4884. Legaldbb mekkora egy olyan hdromszognek a teriilete, mely magdba
foglal eqy eqységnégyzetet?

(6 pont) Javasolta: Bogdr Péter (Békéscsaba)

Megoldas. A minimélis teriileti haromszog minden oldala biztosan tar-
talmazza a négyzetnek legaldbb egy pontjat, kiilonben a megfelel6 oldalegyenest
a négyzet irdnyaba parhuzamosan eltolhatnank, amivel a haromszog teriiletét csok-
kentenénk. Viladgos, hogy ha a hiaromszog egyik oldala tartalmazza a négyzet egy
oldalanak egy belsé pontjat, akkor az egész oldalt is tartalmazza (mivel a hdromszog
tartalmazza a négyzetet), ezért feltehetjiik, hogy a minimdlis teriileti hdromszog
minden oldala biztosan tartalmazza a négyzetnek legalabb egy cstcsat. Ha két ol-
dal ugyanazt a négyzetcsicsot tartalmazza, akkor a hiaromszognek és négyzetnek
van egy kozos csucsa. E k6zos cstcs koriil a haromszog illeszked6 oldalait elforgat-
hatjuk, hogy rendre egybeessenek a négyzet oldalaival, ezzel a haromszog teriiletét
nem noveljiik.

Osszességében azt kaptuk, hogy az dbra altalanos érvényfi azzal a kiegészités-
sel, hogy a CPF(Q négyszog esetleg szakasszd vagy ponttd fajulhat (s ezzel egyiitt
az AT1G és BTy F hiromszogek is elfajulhatnak természetesen), ezek azonban gon-
dolatmenetiinket érdemben nem befolyasoljak. Hasznaljuk tehat az dbra jeloléseit,
tovabba legyen DTy = a, ATy = x; DTy =0 és BTy =y. Ekkor GT; =1 —a és
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P
G (1-a)/zy| (1=b)/y
A . 1—a F Q
x T
a
b 1-b
D Ty > E
Yy
B

ET, =1—0. A szogeik egyenlésége miatt ATiGA ~ GFPA és BIbEN ~ EFQA
teljesiil, amib8l PF = (1 —a)/x és FQ = (1 — b)/y adddik. Tovdbbd

ADTY A\ ~ DBT, A

miatt ab = xy is teljesiill. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy
z/a < 1. (Kilénben y/b < 1, és a szerepek szimmetrikusak.)

Becsiiljiik alulrdl az ABC haromszog T teriiletét:

(1) T>T—-Trqocp =Tperc +Tapc +TeeEp +Trpc +TorE =

1— 1-b 1— 1-b

PR e e A e e

N 2 2 2 2 2 '

Vegyiik észre, hogy
l1-a 1-b 1—2zy 1 a 1 1 b 1 a x
+ - =———+4-—-—- +m:x+——(— —)2&

T Y Y r r Yy oy y T T a

ugyanis a feltevés szerint a < 1, s gy = < % < 1 teljesiil, tovdbbd az f(t) =t+ 1/t
fiiggvény a (0, 1] intervallumon monoton csokken. Ebbél, folytatva (1)-et, tovdbb
becstilhetjiik alulrdl T-t:

l1—zy

T>1+$+y+ Yy -1+ >1+2—2
= 2T 2 7 PR

Egyenléség csak akkor allhat, ha Trgcp =0, azaz a négyzet egyik oldala
illeszkedik a hdaromszog valamely oldaldra (a négyzet maradék két csticsa pedig
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a hdromszog mésik két oldaldn van). Egyszer(i szamoldssal meggy6zédhetiink réla,
hogy ilyenkor valéban T = 2.

Tehat egy egységnégyzetet magaban foglalé haromszog teriilete legaldbb 2 te-
riilletegység.

Dardéczi Sindor (Nyiregyhaza, Kriady Gyula Gimn., 11. évf.)

36 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 16 versenyzd: Baran Zsuzsanna, )Daréczi

Sandor, Dobrontei David Bence, Fiilop Anna Técia, Gaspar Attila, Gy6rfly Agoston,

Imolay Andrés, Kerekes Anna, K&vari Péter Viktor, Lakatos Addm, Scheidler Barnabaés,

Sulén Addm, Szabé 417 Dévid, Tiderenczl Déniel, Téth Viktor, Weisz Maté. 5 pontos 3,
4 pontos 6, 3 pontos 6, 2 pontos 4, 1 pontos 1 dolgozat.

B. 4894. Hét rablo a zsikmdnyolt aranytallérokat ugy osztja el, hogy névsor
szerint haladva annyit vesznek el, amennyi a még nem szétosztott aranytallérok
szamaban a szamjegyek osszege. Két teljes kor utdn az arany elfogy. Mindenkinek
ugyanannyi jutott, csak a vezérnek lett tobb. Hdnyadik volt a vezér a névsorban?

(4 pont) Matlap (Kolozsvér)

Megoldas. Miutan az elsé rablo elvesz annyi aranytallért, amennyi a zsakma-
nyolt aranytallérok szdméaban a szamjegyek Osszege, a megmaradt tallérok szama
biztosan oszthato lesz 9-cel, hiszen a 9-cel valé oszthatdsagi szabdly alapjan a szam-
jegyek Osszegének 9-es maradéka ugyanannyi, mint a szam 9-es maradéka.

Még 13-szor veszik el egy 9-cel oszthatd Gsszegb6l mindig az Osszeg szam-
jegyeinek Osszegét, ami szintén oszthato 9-cel, tehat minden 1épésben 9-cel oszthatd
szam marad.

Mivel a tallérok elfogynak, az utolsé 1épésben elvett tallérok szama csak egy-
jegyu, 9-cel oszthatd szam lehet, mert a ketté vagy tobbjegyt szamok nagyobbak
szamjegyeik Osszegénél. Tehat a 14-dik 1épésben elvett tallérok szama 9.

Mivel 14-szer vesznek el az aranybol és ebbol 13-szor biztosan a 9 tobbszorosét,
a kiindulasi szdm biztosan nagyobb, mint 100.

Nézziik azt esetet, amikor az aranyak szama még haromjegyti, egy rablo elveszi
a szamjegyek Osszegét és a maradék aranyak szama mar csak kétjegyl lesz:

abc — (a+ b+ c) = 99a + 9b.

Mivel a > 0, ezért ez a szam csak akkor kétjegyii, ha a = 1 és b = 0. Tehat valamikor
az elvételek soran az aranyak szama 99 lesz.

Ezutan a kovetkez6 moédon fog fogyni az arany:

a tallérok szama 99 | 81 | 72 | 63 | 54 | 45 | 36 | 27 | 18 | 9 | O

a tallérok szamaban
a szamjegyek Osszege | 18 | 9 9 9 9 9 9 9 91910

Ez 6sszesen 10 1épés, tehat az 5. rabld volt az, aki 99 tallérbol 18-at vett el. A feladat
szOovege szerint a vezéren kiviil mindenkinek ugyanannyi jut, tehdt ok mindkét
alkalommal 9-9 aranyat vettek. Ezt felhasznalva az els6 6t tallér elvétel igy alakul:
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a tallérok szama 135 | 126 | 117 | 108 | 99 | 81
a tallérok szamdaban a szdmjegyek Osszege 9 9 9 9 181 9

Tehat a vezér az 5. volt a névsorban.

Marké Anna Erzsébet (Révkomarom, Selye Janos Gimndzium, 11. évf.) és
Vida Tamds (Gy6r, Kazinczy F. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

221 dolgozat érkezett. 4 pontos 109, 3 pontos 63, 2 pontos 19, 1 pontos 26, 0 pon-
tos 4 dolgozat.

2n
B. 4905. Legyen ay > az = a3 > ... = dan—1 = a2, = 0, dlletve Y a; = 1. Iga-

zoljuk, hogy =1

aias + 3asay + basag + ... + (2n — 1)ag, 102, <

| =

Mikor teljesiil egyenléség?
(4 pont)

Megoldas. Ha valamilyen k < n-re agx_1 =0, akkor asy_1 =agx =... =
= agp_1 = a2, = 0, és ugyanolyan feltételek mellett feladatként a bizonyitandd
egyenl6tlenség n =k — 1 esetét kapjuk. Ha pedig asx_1 > 0 = agy, akkor hason-
l6an elég n = k — 1-re igazolni az allitast. Ezért az egyenl6tlenség bizonyitasa soran
feltessziik, hogy aay,, és igy valamennyi a; pozitiv.

A feltételek szerint minden ¢t > k-ra ao;_1a9; < aop_10a0k, azaz

A2¢—102¢ K /Aok 102502t _102¢;

t—1

(2t — 1)age—1a9: < age—1a9¢ + 2 g Va2k—102102¢—102¢.
k=1

A kapott egyenlétlenségeket 6sszeadva:

Z (2t — agi—1a9 <

t=1

aot_1a2¢ + 2 E a2k _1G2k+/A2t_102¢ =

n
=1 1<k<t<n

~

n 2
= < \/a%—la2b> .
b=1

Az utébbi dsszeg mindegyik tagjira a (kéttagi) szdmtani és mértani kozép kozti
egyenl6tlenséget felirva:

n 2 n 2
agp—1 + ag 1
(Svam) < (L =2) =1

b=1

218 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/



Egyenloséget akkor kapunk, ha valamennyi as;_1a9: < Gok_1a0k €8 (/G2p_102p <
< w becslésiinkben egyenléség all. Elébbieknél ez (a; > 0 miatt) ag—1 =
= agk—1 68 agy = ag, (minden k < t-re), utébbiakndl pedig agp—1 = agp esetén
(minden b-re) teljesiil, vagyis a3 = as = ... = ag,-re. Az &ltaldnos esetben tehdt
az egyenlOség teljesiilésének sziikséges és elégséges feltétele

1
a1:a2:...:a2n:%, vagy
1
alzagz...:a%:%, A2p4+1 = A2yp42 = ... =0, valamely 1< v < n-re.

Kupds Vendel Péter (Gyongyosi Berze Nagy Jénos Gimn., 12. évf.)

70 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 10 versenyzd: Bukva Dévid, Fiil6p Anna
Téacia, Gaspar Attila, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Kovics Tamas, Kupds Vendel
Péter, Nagy Nandor, Terjék Andras Joézsef, Weisz Maté. 3 pontos 25, 2 pontos 8,
1 pontos 21, 0 pontos 6 dolgozat.

B. 4906. Az ABCD konvex négyszog BC és CD oldalainak felezépontja
rendre E és F. Az AFE, EF és AF szakaszok a négysziget négy olyan hdrom-
szogre bontjdk, melyek terileteinek mérdszima négy egymdst kovetd egész szam.
Legfeljebb mekkora lehet az ABD hdromszdg teriilete?

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhdza)

Megoldas. Hasznéljuk az 1. dbrdt. Legyenek az ABE, AEF, AFD, FEC
haromszogek teriileteinek mérdszamai (nem feltétleniil ebben a sorrendben) az n,
n+ 1, n+ 2, n + 3 pozitiv egész szamok. Ekkor Tapcp = 4n + 6. Mivel Tapcp =
=Tapp + Tecp, emiatt T4pp pontosan akkor maximélis, ha Tpop minimélis.

Masfel6l a BC'D haromszogben EF a BD-vel parhuzamos kézépvonal, emiatt
a BCD haromszog hasonlé az ECF hiromszoghoz. A hasonlésdg ardnya 2, igy
a haromszogek teriileteire Tgop = 4 - Tror teljesiil.

Mivel Tpcr az n, n+ 1, n+ 2, n+ 3 szamokbdl kerill ki, ezért Tgop ak-

kor a legkisebb, ha Tgrcp =n, és ekkor Tgep =4 - Tror = 4n. Ekkor Tapp =
=Tapcp —Teep = (4n+6) — 4n = 6.

D
I c

1. dbra
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Vagyis az ABD héaromszog teriiletének leheto legnagyobb értéke 6 teriilet-
egység.

Meg kell még mutatnunk, hogy létezik megfelel6 ABC D négyszog. Ehhez né-
hény példa a bekiildott jé konstrukeiok koziil. (Sajnos a bekiilditt megolddsok jelen-
tds részében ezt elfelejtették megmutatni, ezért a viszonylag sok 4 pontos dolgozat.)

1. példa: Legyen ABC D olyan trapéz, melynek alapjai AB = 6, illetve CD = 4
és az alapokhoz tartozé magassiga 2 (2. dbra). Ekkor Tapp = 6; Tapcp = 10,
Tape =3, Tarp =2 és Tepcr = 1, amibél Tygr = 10 — (3 + 2+ 1) =4.

2. példa: Most ABC'D olyan trapéz, melynek alapjai BC = 4, illetve AD =3
és az alapokhoz tartozé magassiga 3 (3. dbra). Ekkor Tapp = 6; Tapcp = 14,
TABE = 4, TAFD =3¢és TECF = 2, amibdl TAEF =14 — (4 + 3+ 2) = 5.

(Tobb példa voltaképpen ezen a két dbrdn alapult; az alapokat felezve, két-
szerezve, vagy \/2-vel osztva, mig a magassdgot pont forditva alakitva: dupldzva,
felezve, illetve /2-vel szorozva.)

A 3 D

E\‘

Fiy

B 4 F C
3. dbra 4. abra

3. példa: Az utolsé példank (bar AB itt is parhuzamos C D-vel) arra épit, hogy
a négyszog atloi merdlegesek egymasra. Legyen ABC D olyan négyszog, melynek
atl6i merdlegesen metszik egymast az M pontban,

AM:65£, CM:45£, BM =3V2 é DM =2v2

hosszu (4. dbra). Ekkor

Tapc  3V2: (%ﬁ + %5)

T = = =3
ABE 2 2.9 )
6vV2 |, 4V2
Tacp V2 (2 +57)
Tarp = 5 = 5.5 =2,

mig

T _ Tpep (2\/5"'3\/5)'%5 _
perT Ty T 2.4 =1
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=10, innen Tapp=10—(3+2+1)=4.

v2+3v) o
2

Gydrffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.),

Lukdcs Lilla Réka (Budapest, Szent Istvdn Gimn., 11. évf.),

Olosz Adél (Pécs, PTE Gyak. Alt. Isk., Gimn. és Szakgimn., 11. évf.) és
Schrettner Jakab (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Tapp = =6.

Osszesen 101 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 44 versenyzd, 4 pontos 48, 3 pontos 6,
2 pontos tovabbi 3 tanulé dolgozata.

B. 4908. Legyen C az AB dtmérdji korvonal tetszdleges pontja. A C pont
merdleges vetilete az AB szakaszra legyen T. Rajzoljuk meg a C kozépponti, T-n
datmend kort és a két kor metszéspontjai legyenek P és Q. Bizonyitsuk be, hogy a PQ
egyenes felezi a C'T szakaszt.

(4 pont) (Kvant)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra je-
161éseit. Tudjuk, hogy olyan kor inverz
képe, amely atmegy az alapkor kozép-
pontjan, egyenes lesz. A k; kor dtmegy
a ko kor kozéppontjan valamint P és
@ pontjain, igy a ki kor ks korre vett
inverz képe a PQ) = e egyenes lesz.

Tiikrozziikk a C pontot az AB egye-
nesre, legyen a tiikorkép C;. Ekkor
CCy =2CT.

Invertaljuk a C; pontot a ko korre.
Mivel Cy rajta van a kg kor CT sugard-
nak meghosszabbitasan, igy képe a CT
sugarra esik. Mivel rajta van a ki ko-
ron is, ezért képének rajta kell lenni
az e egyenesen, mert ez a ki kor inverz
képe. Tehat a C7 pont inverz képe a CT sugédr és az e egyenes metszéspontja,
M lesz.

Az inverzi6 tulajdonsagai miatt:

|CM|-|CCy| = |CT,

C1

icT* o1 |CT)|
lccy|  2leT| 2

[CM]| =
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Tehat az M pont, és igy a PQ egyenes felezi a C'T szakaszt.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.) és
Velkey Vince (Budapest, Piarista Gimndzium, 12. évf.)
megoldasa alapjan

62 dolgozat érkezett. 4 pontos 50, 3 pontos 3, 2 pontos 1, 1 pontos 3, 0 pontos 5 dol-
gozat.

B. 4911. Egy 8 x 8-as sakktdbldra bdbukat helyeztink gy, hogy minden sorba
és minden oszlopba is pdratlan szdamiu babu kerilt. Bizonyitsuk be, hogy a sitét
mezdkon dsszesen pdros sok bdabu all.

(5 pont)

I. megoldas. A sakktdblanak ez a tulajdonsdga nem véltozik, ha a tabla két
oszlopédt vagy sorat (a rajtuk &ll6 bédbukkal egyiitt) megcseréljiik, hiszen oszlop-
cserénél az oszlopokban nyilvan megmarad ez a tulajdonsag, a sorokban meg csak
annyi tortént, hogy adott soron beliil kicseréltiink két mezot, igy a paritds szintén
nem valtozik. Ugyanez a helyzet sorcserénél is.

Tehat szabadon cserélgethetjiik az oszlopokat és a sorokat, az emlitett tulaj-
donsdgon ez nem fog valtoztatni. Szamozzuk meg az eredeti sakktablan a sorokat
fentrdl lefele si, s2, s3, sS4, S5, Sg, S7 és sg jeloléssel, az oszlopokat pedig balrdl
jobbra o1, 02, 03, 04, 05, 0g, 07 és og jeloléssel. Cserélgessiik gy a sorokat, hogy
utdna a sorrend si1, s3, S5, S7, S2, S4, Sg, Sg legyen, az oszlopokat pedig tgy, hogy
a sorrendjiik o1, 03, 05, 07, 02, 04, 0g, 0g legyen. Ekkor ugy fog kinézni a tabla, hogy
négy 4 x 4-es négyzetre lesz felosztva, amelyek koziil ketté atellenes csupa fekete,
a méasik ketté meg fehér mezdkbdl all. Erre tehat ugyanigy teljesiilnek a fenti fel-
tételek, vagyis, hogy minden oszlopban és sorban péaratlan szdmu mezon all babu.
Nézziik az egyik 4 x 8-as téglalapot, amelynek sorai s1, s3, s5 és s7. Ebben 6sszesen
négy sor van, mindben paratlan darab babu, azaz 6sszesen paros darab van, tehat
ha a 4 x 4-es fekete részen Osszesen paros darab babu &ll, akkor a 4 x 4-es fehér
részen is, ha pedig paratlan, akkor a fehéren is, vagyis ugyanaz a paritdsa a felso
két 4 x 4-es négyzetben 1év6 babuk szaméanak. Ugyanigy lathaté, hogy a jobb felsd
4 X 4-es fehér, és a jobb alsé 4 x 4-es fekete négyzetben 1év6 babuk szaménak is
ugyanaz a paritdsa, azaz a két fekete résznek is meg fog egyezni. Ez pedig azt
jelenti, hogy benniik 6sszesen paros szamu babu van, és éppen ezt akartuk belatni.

Csizmadia Viktoria (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

I1. megoldas. Mivel minden sorban paratlan szamu bdbu van, 6sszesen péaros
babu van a tabldn (mivel szdmuk nyolc paratlan szdm Osszege).

Egy sakktablan azoknak a mezdknek ugyanolyan a szine, ahol a sor és az oszlop
(amelyben a mez& van) sorszamdanak sszege ugyanolyan paritdsi. Tegyiik fel, hogy
akkor vildgos az adott mez8, ha ez a szdm péros (forditott esetben a lenti bizonyités
azt adja meg, hogy paros szamu babu all vilagos mezokon, de ebbdl kovetkezik, hogy
sotéten is).

Vegyiik az alabbi 6sszeget: minden péaros szamu sornak és oszlopnak vessziik
a benniik szereplé babuk szdmat, majd ezt a nyolc szdmot Osszeadjuk. Az Osszeg
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(mivel mindegyik tagja péaratlan és nyolc tagja van) pdros. Ebben az dsszegben
kétszer szdmoltuk azokat a mezdket, ahol a sor és az oszlop szdma is paros (ezek
vildgosak), {gy ez nem véltoztat az 6sszeg paritdsdn. Egyszer sem szdmoltuk azokat,
amelyeknél a sor és az oszlop szdma is paratlan, igy ezek sem valtoztatnak a pari-
tason (ezek a mez6k is vildgosak). Egyszer szdmoltuk azokat, ahol vagy a sor, vagy

az oszlop sorszdma pédros, de nem mindkett6é (ezek a sotét mezok). fgy ezeknek
a szama hatarozza meg az 0sszeg paritasat. Ha az ezeken a mezokon allé babukbdl
paratlan sok lenne, az 6sszeg is paratlan lenne, ami ellentmondas. fgy bizonyitottuk
az allitast, paros sok babu all a sotét mezékon.

Molndr Bdlint (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

III. megoldéas. Tudjuk, hogy lehet a babuknak olyan elhelyezkedése, amikor
paros sok babu van a sotét mezdkon. Ha példaul csak a féatlora tesziink nyolc
darab babut, akkor a sotét mezdkoén nulla darab babu lesz. Ekkor minden sorban
és oszlopban egy babu all.

Ahhoz, hogy egy masik j6 elhelyezkedést megkapjunk, egy vagy tobb récstég-
lalap cstucsdban lev6 mezoket kell ,megvaltoztatni”. Egy mez&t megvaltoztatni azt
jelenti, hogy, ha eddig volt ott babu, akkor levessziik, ha eddig nem volt, akkor meg
feltesziink egyet. Ez azért igaz, mert minden sorban és oszlopban péros sok mezét
kell megvaltoztatunk, és ezt csak igy lehet megtenni. Nyilvan, ha egy lépésben
kétszer valtoztatunk meg egy mezo6t, akkor ugyanolyan marad.

Egy racstéglalap mindenképpen paros sok s6tét mezot tartalmaz, hiszen, ha
az ,als6” két mez6 kiilonbozd, akkor a ,fels6” kettd is, ha pedig azonosak, akkor
a ,felsd” kett6 is azonos. igy egy lépésben egy péaros szammal valtozik a lefedett
sotét mezok szama.

Ezekkel a 1épésekkel minden lehetséges babu-elhelyezkedést meg tudunk kapni,
hiszen minden sorban és oszlopban akar 7 mezot is beallithatunk tetszolegesen, a 8.
pedig ezektdl fligg.

Ha a kiinduldsnal paros sok sotét mezon allt babu, és minden lépésben paros
sokat valtoztattunk meg, akkor mindig paros sok ilyen mez6 lesz.

Virkonyi Zsombor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

105 dolgozat érkezett. 5 pontos 64, 4 pontos 5, 3 pontos 3, 2 pontos 15, 1 pontos 9,
0 pontos 9 dolgozat.

B. 4918. Mutassuk meg, hogy M darab (M > 2) térbeli eqységuektorbdl ki lehet
vdlasztani M — 1 olyat, amelyek 0sszegének hossza legaldbb egységnyi.

(5 pont)

Megoldas. Az adott egységvektorok legyenek vq, ..., v, az O origd kozép-
ponti egységnyi sugari gombot jelolje B. Legyen P az a pont, aminek helyvektora
S =vVy + ...+ v; tovabba a P kozépponti egységgdmbot jeldlje G.

Vildgos, hogy ha a vy,..., vy vektorok koziil egyet elhagyunk, akkor a mara-
dék osszege az origdbdl valahova G felszinére mutat. Ezért ha G felszine nem metsz
bele B belsejébe, akkor barmely M — 1 vektort kivalaszthatjuk, ezek Gsszege ,.ki-
mutat B-b6l”, igy legalabb egységnyi hosszisdagi. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy
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G és B egy korben metszik egymdst, amely nyilvan illeszkedik az OP szakasz S
felezémeroleges sikjara.

Vetitsiik le a vq, ..., vy vektorokat az OP egyenesre, és tekintsiik a vetiiletek
elojeles hosszat: ha a vetiiletvektor s-sel egyallast, akkor a hosszat pozitivnak
tekintjiik, egyébként negativnak. Mivel
a vektorok Osszege éppen s, azért a ve-
tiiletek eljeles hosszdnak Osszege |s|.
fgy van olyan vektor, mondjuk wvq,
amely vetiiletének el6jeles hossza leg-
feljebb |s|/2. Ez geometriailag ponto-
san azt jelenti, hogy vy az origébdl egy
olyan A pontba mutat, amely az S-nek
az origbt tartalmazé zart félterébe esik.
Messiik el a G és B gomboket az AOP
sikkal, igy kapjuk az dbrdt.

Legyen az A pontnak az OP szakasz F felez6pontjara vett tiikorképe A’. Ekkor

- - -

PA = —vq, ezért OA' = O?—l—PA’ =s—vVy =vVg+...+vmM, azaz M — 1 darab
adott vektor Osszege. A tiikrozés miatt az S sik elvdlasztja az O és A’ pontokat
(esetleg A’ € S), valamint A’ illeszkedik G felszinére, ezért — ahogyan az az dbrardl

. —
leolvashaté — A’ nem lehet a B gémb belsejében. Igy |OA’| > 1, és a bizonyi{tést
befejeztiik.

Zsigri Bdlint (Budapest, Szent Istvdn Gimn., 11. évf.)

69 dolgozat érkezett. 5 pontos 36, 4 pontos 9, 3 pontos 7, 2 pontos 4, 1 pontos 3,
0 pontos 10 dolgozat.

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1476-1482.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1476. Igazoljuk, hogy az

(y — 6)2 y+3 4 xy
+x- x
3zy Y r 12

egyenlGtlenség minden pozitiv x, y valds szampérra teljestil.

C. 1477. Bizonyitsuk be, hogy ha az ABCD trapéz AD alapjan van olyan
E pont, amelyre az ABE, BCE és CDFE haromszogek keriilete egyenld, akkor
BC = $AD.
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