bél altaldban 400 darab hibds (méret és/vagy anyag Osszetételi eltérés miatt).
Az automatikus mindségellenorzésen az ellenérzo berendezés csak a valéban hi-
bés gumik 99%-4t taldlja meg, a jé termékek 2%-4t viszont hibdsnak mindsiti.
b) Mekkora annak a valdszintisége, hogy az automatikus ellendrzé berendezés
altal hibdsnak mindésitett gumi valéban hibds? (5 pont)
¢) Mekkora valdszintiséggel képes az automatikus ellendrzé berendezés a j6
mindsitést megdllapitani? (5 pont)

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2018/3. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenleteket (ha a megoldds
pontos értéke nem raciondlis szdm, akkor kozelitd értéket is adjunk):

a) 32¢F2 4 92+l — 4, (5 pont)
b) logy(x — 3) + (log, (8 — 24))2 = 6,25. (7 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet alakja ekvivalens dtalakitdsok utan:
(3%41)2 433241 _ g — .

Ez a mésodfoku egyenlet gyokképlete alapjan akkor teljesiil, ha 32*+! =1 = 39,
vagy ha 32*+1 = —4. Nyilvan csak az els6 egyenldséget teljesitd x van, ami a 3 alapt
exponencidlis fliggvény szigord monotonitdsa miatt fennallé 2x + 1 = 0 egyenletbol
az x = —0,5 érték.

Ezért ez az eredeti egyenlet megoldasa.

b) Az egyenlet alakja = > 3 esetén a logaritmus azonossigai alapjan

log, 8(z — 3) \
1 -3 ———= ] =6,25
Og?(x )+ ( 10g24 14y

és tovabbi ekvivalens dtalakitasokkal:
4logy(x — 3) + (3 + logy(z — 3))° = 25,
(logy(z — 3))2 + 10log,y(z —3) — 16 = 0.
Ez log,(z — 3)-ben méasodfoku egyenlet, igy a gyokképlet alapjin

10+ 1 4
= 0 200+6 = -5+ v4l.

logy (2 — 3)
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Ebbdl 2 = 3 + 25+ VAL,

Ezért az eredeti egyenlet megoldasai:

21 =3+ 27V 56447 bs me =3+ 2757V x3.00037.

2. Egy hdromszog oldalhosszai olyan szamtani sorozat elsé hdrom eleme,
amelynek mdsodik eleme 6.

a) Adjuk meg azt a szdmhalmazt (a legegyszerdbb alaki) pontos értékekkel,
amelynek elemei az ilyen hdromszogek teriletes. (7 pont)

b) Van-e az ilyen hdromszigek kizétt maximdlis teriletd, van-e minimdlis
terilett? Ha igen, akkor melyik az? (2 pont)

¢) Van-e az ilyen hdromszigek kozott két olyan, amelyeknél a beirt kir sugara
egyenlé? Ha igen, akkor melyek azok? (3 pont)

Megoldas. a) A szdmtani sorozat differencidjanak abszolit értékét d-vel je-
16ljiik, igy az oldalhosszak 6 — d, 6 és 6 + d, ahol nyilvan 0 < d, és a haromszog-
egyenlOtlenség miatt 6 +d < 6 —d + 6, azaz d < 3.

A héromszog teriiletét a Héron-képlettel szamoljuk ki. A félkeriilet:

,_6-d+646+d_

9.
2

A teriilet:

1%:¢%9—m—d»®—6xg—w+d»:\mn9—ﬁy

Ebbdl 0 < d < 3 miatt kovetkezik, hogy 0 < T' < v/27 -9 = 9v/3, és T minden ilyen
értéket felvesz, igy a keresett szamhalmaz ]O; 9v/3 ]

b) Az a) megolddsabdl kovetkezik, hogy ilyen hiromszogek kozott minimédlis
teriiletdl nincs, maximalis teriiletli van, a d = 0 esetben. Ez a 6 oldalhossztsagu
szabalyos haromszog.

¢) Ismeretes, hogy a haromszog beirt kérének sugara o = % A feladatban sze-
repl6 haromszogeknél s = 9 allandd, igy o és T kapcsolata kolesonos és egyértelmi,
tehdat o és d kapcsolata is az. Ezért a feladatban szereplé haromszogeknél a kiilon-
b6z6 haromszogek beirt korének sugara is kiilonbozik.

Tehat nincs két olyan haromszog, amelyeknél a beirt kor sugara egyenlé.

3. Egy tgyfél eqy bankbdl 1980-ban felvett eqymillid Ft kélcsont, évi 5%-o0s
kamatra, 20 €évi, évente eqyszeri, azonos 0sszeqt torlesztési kotelezettséggel.

a) Mennyi volt az évi torlesztési dsszeg, 10 Ft-ra kerekitve? (5 pont)

A kolcsonszerzddést nem lehetett megudltoztatni a noévekvd inflacio ellenére
sem, pedig 1992-ben (12 évvel a tdrgyalt hitelfelvétel utdn) mdr a bank adott 10%-os
kamatot a ndla elhelyezett pénzre. Ezért a bank a fent leirt kélcson felvevdjének

felajanlotta, hogy hdtralevd tartozdsdt megsziintetheti, ha az éppen fenndlld tarto-
zdsdnak 90%-dt kifizeti.
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b) Mennyivel tartozott az tigyfél 12 év leteltével? (4 pont)

¢) Mennyit helyezzen el az tgyfél eqy (mdsik) bankban, hogy abbdl az eredeti
torlesztd részletét évente kivéve és 10%-os kamattal szdmolva 8 év alatt megsziin-
tesse a tartozdsdt? Erdemes-e elfogadni a bank ajanlatdt, vagy kisebb dsszegnek egy
(mdsik) bankban vald elhelyezésével érdemes tovabb tirleszteni a tartozdsdt?

(4 pont)

Megoldas. a) A feladatban leirt kolesontorlesztésre T koleson, n évre, p%-os

kamat és t torlesztorészlet esetén, ¢ = 1 + 1]0';0 jeloléssel az ismert képlet érvényes:

q" —1
Tq" =t
q -1
Ebbdl a mi esetiinkben:
1,05%0. 0,05
t = 1000000 - m.

Ezt zsebszamolégéppel kiszamolva és azt tizesre kerekitve: ¢ ~ 80240 Ft.

b) A jaradékszamitdsi képletet haszndlva és hasonléan kiszdmolva a 12 év utdn
fennall tartozés:

1,0512 — 1

~ 5l Ft.
0.05 518 660

1000000 - 1,052 — ¢

¢) Egy bankban elhelyezett = 6sszegb6l a fenti t évjdradékot kivéve 8 év alatt
évi 10% kamat mellett megszlinik az addssdg. Az x 1ép a képletben T helyébe:

8 1,181 ”
x-1,1° — t—0,1 . Ebbdl
1,18 -1

01118 ~ 428070 Ft.

r=t

Mivel az 518660 Ft osszeg 90%-a 10 Ft-ra kerekitve 466790 Ft > 428070 Ft,
érdemes folytatni a fenti médon a torlesztést.

4. Jelolje k azt a kort, amelyik érinti a koordindta-rendszer x tengelyét, és
érinti az f(x) = %(a:Q +20) (z € R) fiigguény grafikonjdt a figgvénynek a 2 absz-
cisszdgi pontjdban. (A figguény grafikonjdnak az érintése egy pontban azt jelenti,
hogy az érintd kor ebben a pontban érinti a grafikonhoz az adott pontban hizott
érintdt, és az érintd elvdlasztja a grafikont és a kort.)

a) Irjuk fel a k kor egyenletét. (7 pont)

b) Mennyi annak a korldtos sikidomnak a teriilete, amelyet az y tengely,
az x tengely, a k kor és a fligguény grafikonja hatdrol? (7 pont)
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Megoldas. a) A fiiggvény 2 absz-
cisszdji pontja E(2;8), a fiiggvény grafi-
konjahoz ebben a pontban hizott érinté
irdnytangense f'(2) = % A k kor kozép-
pontja azon az egyenesen van, amely &t-
halad a F(2;8) ponton és egy norméalvek-
tora ﬁ)(3;4), ezért az egyenes egyenlete
3z + 4y = 38.

A k kor K(u;v) kozéppontja rajta
van az egyenesen, ezért 3u + 4v = 38,
masrészt ugyanolyan tavol van FE-tél,
mint az x tengelytol, igy

A \/(u—2)2+(v—8)2:v,

és erre (u — 2)° + (v — 8)% = v2 is teljesiil, de a feladat szerint nyilvan csak u > 2 és
0 < v < 8 lehet, mert a kor az érintonek a fliggvény grafikonjaval ellentétes oldalan
és az x tengely felett van.

A 3u+4v =38, (u—2)>+ (v — 8)® = v? egyenletrendszert oldjuk meg. Mivel
3(u—2) =32 — 4v, igy (32— 4v)® + 9(v — 8)> = 9v2. Ebbsl 25(8 — v)* = 902, és
az u-ra, v-re tett feltételek miatt v =5 és u = 6.

A kér egyenlete (z —6)° + (y — 5)% = 25.

b) A keresett teriilet kiszdmitdsdhoz felhasznaljuk a fiiggvénynek a [0;2] in-
tervallumon vett gorbe alatti ¢; teriiletét, az A(2;0)E(2;8)K(6;5)B(6;0) trapéz
to teriiletét, és az EK B korcikk t3 teriiletét.

2
3 2 1
tlz/f(x)dx:[x—i—m] _ 128
0
0

9 3 9’
AFE + BK
tzz%-AB:¥~4:26,

ty = 5% - 23 —12,5-a, ahol a=EKB4.
™

Az EK B haromszogben a koszinusz-tételt alkalmazva:

EK?+ KB?—EB? 25+25—(64+16) 06
2FK - KB o 2.5-5 R

Cosx =

igy t3 értéke zsebszdmoldgéppel szamolva és 3 tizedesre kerekitve 27,679. A keresett

teriilet:

128
b=ttt —ty = +26-125 a~ 1254
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II. rész

5. a) Oldjuk meg az X halmazra az A\ X = B; AUX = C egyenletrendszert,

ahol az adott A, B, C halmazokra B C A C C teljesiil. (6 pont)
b) Igazoljuk, hogy az A és B itéletekre az (AV B) A (AV —B) és A itéletek
ekvivalensek. (6 pont)

c) Igaz-e, hogy VH C RT ésVh € H esetén In € NT gy, hogy % <h<n?
Ha nem, akkor adjunk rd példdt, ha igen, akkor irjuk le, hogy az ilyen n fiigg-e
a h-tol, vagy nem? Allitasunkat bizonyitani nem kell. (4 pont)

Megoldas. a) Mivel tetszéleges A és X halmazra nyilvanvalé (a miiveletek
definici6jdbdl kovetkezéen), hogy X = (AU X))\ (A\ X), ezért X = C \ B.

b) Az (A; B) itéletpar lehetséges (i;1), (i;h), (h;i), (h;h) értékeit az (AV B) A
A (A V —B) itéletre kiprébélva rendre az i, i, h, h értéket kapjuk, ami az A értéke,
tehdt valoban ekvivalensek.

¢) Igaz, és az n figg a h-t6l.

6. a) Hdny olyan 2018 pontd, pdronként nem izomorf fagrdf van, amelyekben
nincs haromndl tobb élt tartalmazd dt? (11 pont)

b) Hol helyezkednek el a koordindta-rendszerben azoknak a 2018 pontid fagrd-
foknak a pontjai, amelyek mindegyikének pontja az origé, és minden élének a két
végpontja olyan (x1;y1), (z2;y2) pont, amelyre x1, y1, X2, ya egész szdmok, és
az (x1 — x2), (y1 — y2) szdmoknak az egyike 0, a mdsik 0, 1, vagy —1. (& pont)

Megoldas. a) Ha egy 2018 pontu fagrafban nincs hdromndl tobb élt tartal-
mazo ut, akkor — mivel a graf osszefiiggd — a leghosszabb 1t ketté vagy harom élt
tartalmaz benne. Ha a fagraban minden 1t legfeljebb két élt tartalmaz, akkor egy
ilyen 1t legyen az AB, BC élekbdl 4ll6 ABC részgraf. Ez a részgraf a fagraf mas
(A, B, C csticsoktdl kiilonbozé) P csticsdhoz sem A-bol, sem C-bdl induls, B-t
nem tartalmazd uttal nem csatlakozhat, mert kiilonben lenne a grafban harom él-
bol all6 at. Tehat BP 1t van a fagrafban, de ez csak a BP €l lehet, mert kiilonben
A-t P-vel két élnél hosszabb ut kotné ssze.

Ezért (izomorfiatdl eltekintve) csak egy olyan 2018 ponti fagraf van, amelyben
nincs ketténél tobb élt tartalmazo ut. Ha egy 2018 pontu fagrafban minden 1t
legfeljebb harom élbél all, és van harom élbél allé 1it, akkor legyen egy ilyen az AB,
BC, CD élekbdl all6 t.

A fentihez hasonléan beldthatd, hogy egyrészt sem A-hoz, sem D-hez nem
csatlakozhat a graf tovabbi éle, mert kiilonben lenne harom élnél hosszabb tt;
masrészt a graf minden tovabbi pontjat a B és C pont koziil pontosan az egyikkel
él koti ossze, mert kiilonben lenne hdrom élnél hosszabb 1t (vagy egy kor).

Tehat, ha egy 2018 ponti fagrafban minden ut legfeljebb hérom élbél all, és
van harom élbél allo ut, akkor a grafnak az AB, BC, C'D éleken kiviil n darab
(0 < n < 2014) B-hez csatlakozé olyan éle, és (2014 — n) darab C-hez csatlakozd
olyan éle van, amelynek mdsik végpontja nincs A, B, C, D kozott. Rogzitett n
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esetén az n-hez és a (2014 — n)- hez tartozé két graf izomorf (illetve n = 1007-nél
azonos), tehat 1008 kiilonboz ilyen fagraf van.

fgy a keresett szam 1009.

b) A feladatban leirt fagrafnak az origdt a graf tetszéleges P(x;y) pontjdval
Osszekotd t éleinek szdma nem kisebb, mint |x| + |y, {gy |z| + |y| < 2017.

Ezért P benne van az N = (2017;0), (0;2017), (—2017;0), (0; —2017) négyzet-
ben, annak a hatarat is beleszamitva. Mivel N minden pontja nyilvan valamelyik
fagrafnak pontja, ezért a fagrafok pontjai az N négyzet belsejében vagy hatdran
elhelyezked6 pontok.

7. Egy tdarsasdg b nobdl és b férfibdl dll, és koztik két hdazaspdr van.

a) Hdnyféleképpen iilhetnek le egqy kerek asztal kiré, ha minden nd mindkét
oldalan férfi il? Két leilés kilonbozd, ha van olyan személy a tdrsasdgban akinek
a két leiilésnél legaldbb az egyik oldal (jobb vagy bal) fel6l nem ugyanaz il, mint
a masik letilésnél. (4 pont)

b) Hdanyféleképpen iilhetnek le eqy kerek asztal koré, ha minden né mindkét
oldaldn férfi il, és mindkét férj a felesége jobb oldaldn il (két leiilés kilonbizd
olyan mddon, mint az a) esetnél). (4 pont)

¢) Mennyi annak a valdszindisége, hogy a tdrsasdg gy il le, hogy minden nd
mindkét oldaldn férfi il, de egyik férfi sem 4l a felesége mellett? (8 pont)

Megoldas. a) Mivel ugyanannyi férfi van, mint né, és két né nem il egymds
mellett, ezért nék és férfiak felvaltva iilnek. A nok ciklikus permutaciéban 4! = 24-
féleképpen iilhetnek le. A nok leiilése utéan a férfiak leiilésének ciklikus cseréje mar
véltozast jelentene a leiilésben, ezért az & leiilésiik szdma 5! = 120. Igy a tejes leiilési
szam a kettd szorzata: 24 - 120 = 2880.

b) A ndk ciklikus permutdciéban 4! = 24-féleképpen iilhetnek le. Ezeknél a le-
iiléseknél a két férj helye rogzitett, a tovdbbi hdrom férfi pedig 3! = 6-féleképpen
iilhet le. Tehat a keresett szam 24 - 6 = 144.

¢) A jobb leirds érdekében megjeldljiik a székeket, nagybetiivel a nék, kis
betiivel a férfiak székét, az 6ramutatd jardsa szerint: Aa BbC ¢ D d E e. Az egyik
(mindegy, hogy melyik) férjes né (nq) helyét rogzitjiik, legyen ez A. A mésik férjes
né (ng) 4 kiilonb6z6 helyre iilhet.

Ha B-re iilt, akkor az ny né f; férje 3 helyre: b, c, illetve d székekre iilhetett,
és ekkor fo férj rendre a (c,d, e), a (d, e), illetve a (c, €) székekre iilhetett. Ez 7 eset.

Ha ngy C-re iilt, akkor f; ugyanazokra a b, ¢, illetve d székekre iilhetett, és ekkor
fo férj rendre az (a,d, e), az (a,d, e), illetve az (a, e) székekre tilhetett. Ez 8 eset.

A szimmetria miatt, ha no nem B-re, hanem E-re, illetve nem C-re, hanem
D-re iilt, akkor is a férjek leiilésére 7, illetve 8 lehet&ség van. Tehat a hazastarsak
leiilésére 30 lehetdség van. Mindegyiknél 3! = 6 lehet6ség a tobbi férfi letilésére, és
3! = 6 lehetGség a tobbi né leiilésére. Tehdt, ha a tarsasag ugy iil le, hogy minden né
mindkét oldalan férfi iil, de egyik férfi sem iil a felesége mellett, akkor a lehetséges
leiilések szama 30 -6 - 6 = 1080.
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Az sszes leiilések szdma az a) rész szerint 2880, tehat a keresett valdszin{iség
1080 _ 3

2880 ~ 8°
8. Legyen
sin 2z, ha 0<z <,
f@) =1 o
|251n(1'77r)}, ha m<z <37
a) Differencidlhato-e a fiigguény az xo = m pontban? (4 pont)

b) Adjuk meg azt a legbévebb halmazt, amelyen a figgvény szigorian monoton
novekvd, és amelyen szigorian monoton csokkend. (6 pont)
c) Adjuk meg bizonyitds nélkil a fiigguény szélséértékeinek helyét és értékét,
de jelezziik mem csak azt, hogy minimum vagy maximum, hanem a szélséértéknek
a szigoru, a helyi és az abszolut tulajdonsdgdt is. (6 pont)

Megoldas. a) Ha egy g(z), « € (a;b) fiiggvény differencidlhaté az xg € (a;b)
pontban, akkor a differencidlhdnyados definicidja szerint nyilvanvald, hogy a g(x),
x € (a;x0] fliggvény is és a g(x), x € [x0;b) fiiggvény is differencidlhaté zo-ban, és
a differencélhanyadosok egyenlck.

Ennek alapjdn az f(z) = sin 2z, ha 0 < x < 7 fiiggvény differencidlhdnyadosa
m-ben 2cos2m = 2, és az f(z) = |2sin(z — )|, ha 7 < & < 37 fiiggvény differencidl-
hényadosa 7-ben 2cos0 = 2.

Mésrészt az f(x) = sin 2z, ha 0 < z < 7 fiiggvény differencidlhdnyadosa m-ben
2ésaz f(x) = ’2sin(x — 7r)|, ha m < x < 37 fliggvény differencidlhdnyadosa w-ben
2 miatt az

) = {sin2x, ha 0

<
, ha 7w <z <3m.

|2 sin(z — )

fiiggvény is differencidlhaté m-ben (és a differencidlhdnyadosa 2).
A bizonyitas tehat arra a tételre valé hivatkozédssal torténik, hogy egy fiiggvény
az értelmezési tartomanyanak belsé pontjaban akkor és csak akkor differencialhato,

ha abban a pontban van jobb és bal oldali differencidlhanyadosa, és azok megegyez-
nek.

b) A fiiggvény a [O; iﬂ'], [%ﬂ'; %7‘(‘], [271'; %71'] intervallumokon szigoriian monoton
novekvo, mert a végpontok kivételével a differencidlhdnyadosok pozitivok: (0; }lﬂ)—
%7‘(; w]—ben 2cos2x > 0, [ﬂ; %W)—ben
2cos(x —m) >0, és (27r; gﬂ)—ben ‘2005(3: - 77)‘ > 0.

ben 2cos2x > 0, (%’/T; %ﬂ)—ben megosztva: (

De a zért intervallumokon is érvényes a szigori monotonitas, a definicié alapjan
bizonyithaté. Ugyanis az intervallum kezd6pontjaban felvett fiiggvényérték kisebb,
a végpontjaban felvett fliggvényérték pedig nagyobb, mint a nyilt intervallumban
felvett fliggvényérték.

Hasonldan bizonyithatd, hogy az [iw; %7‘(‘], [%ﬂ'; 27r], [%w; 377] zart intervallu-
mokon az f(x) fiiggvény szigorian monoton cstkkend: az intervallumok belsejében
a differencidlhanyados negativ, a végpontokra a szigori monotonitds a definicié
alapjan belathato.
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¢) A szélséértékek helye és értéke:

x = 0-ban szigoru helyi minimum van, értéke 0.

T = iw—ben szigoru helyi maximum van, értéke 1.

T = %ﬂ—ben szigoru abszolit minimum van, értéke —1.

x = %W—ben szigort helyi és abszolut (nem szigord) maximum van, értéke 2.

x = 2m-ben szigord helyi minimum van, értéke 0.

T = gw—ben szigort helyi és abszolit (nem szigord) maximum van, értéke 2.

x = 3m-ben szigord helyi minimum van, értéke 0.

9. Egy kionyvesboltban hdrom kiaddnak (jelolésiik legyen A, B, C) mind a négy
kozépiskolai évfolyam részére szolé matematika tankdnyve megtaldlhato, druk az év-
folyamitdl nem, csak a kiaddtdl figgéen rendre 1500 Ft, 1800 Ft és 2000 Ft. A kony-

vekrdl a boltban levd példanyok szdmdra vonatkozéan az aldbbi adatok allnak ren-
delkezésiinkre.

9. éufolyamos: A-bol 102 db, B-b41 120 db, C-b4l 78 db van;
10. évfolyamos: osszesen 220 db van, druk dtlagosan 1750 Ft;
11. évfolyamos: osszesen 210 db wvan, druk dtlagosan 1760 Ft;

12. évfolyamosrdl:  nincs adat,
de tudjuk, hogy a négy évfolyamébdl egyiitt (tehdt az dsszes kinyv) 810 db van, druk
dtlagosan 1760 Ft. (Az dtlagok egészre kerekitett értékek).
a) Mennyi a raktdron levd 9. évfolyamos kinyvdrak mddusza, medidnja, dtlaga
és szordsa? (6 pont)
b) Mit tudunk a fenti adatok alapjin a 12. évfolyamos kényvek szdmdrdl és
dtlagdrdrol? (5 pont)
¢) Ha az A kiadd raktdrban levd kinyveinek a szdma 305, akkor mennyi a B és

a C kiaddk raktdrban levd kinyveinek szdma, egészre kerekitve (az dtlagok is egészre
kerekitett értékek voltak)? (5 pont)

Megoldas. a) A 9. évfolyamos koényvdrak mddusza: 1800, medidnja: 1800.
Atlaga:
102 - 1500 + 120 - 1800 + 78 - 2000

= 1750.
102 + 120 + 78

Szérasa:

102 - (1500 — 1750) + 120 - (1800 — 1750)* + 78 - (2000 — 1750)?
102 + 120 + 78 ’

egészre kerekitve 196.

b) A 12. évfolyamos konyvek darabszamét az dsszesbdl a tobbi évfolyamos da-
rabszamat levonva kapjuk, szdma: 810 — 300 — 220 — 210 = 80. Ha a 12. évfolyamos
konyvek atlagara x F't, akkor az 0sszes konyv arat kétféleképpen kiszamolva az x-re
egyenletet kapunk:

810 - 1760 = 300 - 1750 + 220 - 1750 + 210 - 1760 + 80x.
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Ebb6l a 12. évfolyamos konyvek atlagara: © = 1825 Ft.

¢) Legyen a B, illetve a C' kiaddk raktdrban levs kényveinek szdma b, illetve c.
Tehat b+ ¢ = 810 — 305 = 505, és az atlagaruk alapjan

1500 - 305 + 18006 + 2000c = 810 - 1760, azaz 18b+ 20c = 9681.

A két egyenletbdl (egészre kerekitve): b = 220 és ¢ = 285.

Kantor Sandor
Debrecen

Matematika feladatok megoldasa

B. 4820. Egy egységnyi oldali szabdlyos hdromszdgrdacson kijeldltink négy
olyan rdcspontot, amelyek eqy P paralelogramma csicsai; a P teriilete /3 egység.
Mekkora lehet a P belsejébe esd rdcsszakaszok dsszege?

(6 pont)
Megoldas. Bontsuk esetekre a feladatot aszerint, hogy egy paralelogramma
hany oldala illeszkedik racsvonalra.

1. eset: Mind a négy oldal racsvonalra illeszkedik.

Mivel a paralelogramma teriilete v/3, ezért 4 racs- 11
haromszoget tartalmaz. Vagyis ekkor a paralelogramma
belsejében 1év6 racsvonalak ¢sszhossza 3 (1. dbra). 10
2. eset: Két oldal (nevezziik 8ket alapoknak) illesz-
kedik racsvonalra. Mivel a paralelogramma magassaga 9
minimum V3 (hiszen két parhuzamos racsvonal kozott
legalédbb ekkora a tavolsdg), ezért az alapok hossza csak 8
1 vagy 2 lehet. 9 3 4

2.a eset: Az alapok hossza 2.

Vegyiik észre, hogy ha egy paralelogrammét ,eltolunk” egy egységgel (pél-
ddul a 2. dbrdn a pontozottat a siméba), akkor nem véltozik a bels§ rdcsvonalak
Osszege (hiszen a ,leesd”, és , bekeriils” haromszogek egybevigdak, eltolhatdk egy-
mdsba, és ugyanannyi benniik a rdcsvonalak sszege). Ez csak akkor nem igaz, ha
a keletkez6 paralelogramma mindegyik oldala récsegyenesre illeszkedik, hiszen ek-
kor ,elvész” az oldal a paralelogramma belsejébol, vagyis ebben az esetben 1-gyel
csokken az 6sszhossz (példdul a 2. dbrdn a sima paralelogrammé&bdl a csillagosba
valé eltolasndl”).
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