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Adémoral és addzas: két modell*

1. Bevezetés

A modern gazdasdgokban az addk latvanyos szerepet jatszanak: a nemzeti
jovedelem 30-60 szazalékét is elérik a beszedett addk. (Ebbe beleértenddk a nem-
zeti jovedelem 5-15 szazalékat kitevo allami nyugdijakat fedezd jarulékok is, de
az egyszeriliség kedvéért nem foglalkozom veliik kiilon.) Egyrészt az dllam kozjava-
kat (utakat, iskoldkat, kérhazakat stb.) épittet és miikodtet az adékbdl, masrészt
a gazdagabbak befizetéseib6l tamogatja a szegényebbeket. Kiilonb6z6 orszagok-
ban az adémoraltdl is fliggéen kiilonb6z6 mértékben titkoljdk el az allampolgarok
addkoteles jovedelmiiket. Izgalmas és fontos kérdés: az adémoralt figyelembe véve
mekkora addékat réjon ki az dllam? A vélasz ellentmond a naiv elképzelésnek: minél
gyengébb az adémoral, annél kisebb addkulcsokat érdemes kiréni.

Ebben a cikkben két ad6zasi modellt mutatok be — kozépiskolas fokon. A kony-
nyebb érthetdség kedvéért felteszem, hogy a kozjavakért (hidakért, iskolaért, rend-
Orségért stb.) is fizetni kell, de erre az allampolgarok fejpénzt kapnak. Tovabbi
egyszerlisités: személyi jovedelemaddra (réviden: szja) szoritkozom (redlisabb mo-
dellben tovabbi addkat, példdul az dltaldnos forgalmi adét is bevonndm a modellbe).
Fajo szivvel figyelmen kiviil hagyom az addkedvezményeket és a magasabb addkul-
csokat, s csupan egykulcsos szjat modellezek (Magyarorszagon 2013 éta egyébként
egykulcsos az szja). Felteszem, hogy a befolyt adét az allampolgdrok kozott egyen-
16en szétosztjak, s a nettéjovedelem-kiilonbségek mérséklése mellett ez a pénz se-
gitséget nyujt a fizetGssé tett kozjavak fogyasztasahoz.

A két modellben kulcsszerepet jatszik az adomordl — itt egy valds széam,
amely az addkulcs mellett meghatarozza, mennyi jovedelmet vall be az allampolgar.
Az adémoral kozvetleniil nem mérhetd, de 1étezésére és értékére kovetkeztethetiink.
Minél jobb egy tarsadalom adémorélja, (adott adérendszer mellett) anndl kevesebb
jovedelmet titkolnak el az adéfizetok.

Az elsé modell az egyszeriibb: dnkényesen feltessziik, hogy az allampolgarok
az igazi jovedelem utédn fizetendé adé és az adémorél hanyadosét titkoljik el. (Pél-
déaul 50 szazalékos addkulcs és 2-es adomordl esetén egységnyi adokoteles jovedelem-
bél 50/2 = 25 szézalékot tagadnak le — j6l kozelitve a magyar helyzetet.) Az dllam
maximélis adébevételre torekszik, s belatjuk, hogy ezt az adémoral felével egyenld
addkulccsal éri el. Tehat minél jobb az adémoral, annal nagyobb az optimalis ado-
kulcs. A masodik modell a bonyolultabb. Itt az allampolgarok szégyenérzete viasko-
dik az addcsalds nyujtotta tobbletfogyasztassal az adobevallas készitésekor, s végiil
az allampolgarok ugyanannyi jovedelmet titkolnak el, mint az els6 modellben. Az 4l-
lam most a tarsadalmi jolétet akarja maximalizalni, amelyet egyszeriiség kedvéért
a legkisebb jovedelmii allampolgar elégedettségével azonosit. Az optimélis addkulcs
most kisebb, mint kordbban, de tovabbra is névekvé fiiggvénye az adémoralnak.

*Koszonetemet fejezem ki Szabd Judit és Téth Janos értékes tandcsaiért.
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A kozépiskolakban nem sok szé esik a tudomanyos modellekrdl, de az olva-
sok mar hallhattak a Naprendszer kopernikuszi modelljérél vagy az atom Bohr-féle
modelljérél. Minden modell leegyszeriisiti a valésagot, de a jé modell — akar a jé
térkép — épp ezzel segiti a valdsiag megértését. Ebben a cikkben két kozgazdasagi
modellrdl lesz sz6, s a kozgazdasidgtanban sokkal nagyobb a tavolsag a valdsag és
a modell k6zt, mint a fizikdban. Azt remélem, hogy a két adézasi modell — minden
hibdja ellenére — segit az addztatas alapkérdéseinek megértésében. Kiilon hang-
stulyozom, hogy nem foglalkozom az adémoral eredetével, adottnak veszem. Egyik
modellben sincs adéhivatal, amely eseti ellenorzéseivel feltarja az adécsalast és biin-
tetéssel sujtja az addcsalét. Ugyancsak figyelmen kiviil hagyom, hogy az addkulcs
emelése valamennyire csokkenti azt az idomennyiséget, amelyet adott évben az al-
lampolgar az addézas utani jovedelméért hajlandé munkéaval tolteni. Végiil elsiklom
afolott, hogy kiillonbozé foglalkozasi dgakban kiilonb6z6 az addcsalas lehet&sége.

A szovegben szétszorva harom feladatot tiizok ki, amelyek megoldasat a cikk
végén kozlom.

2. Egy azonossag

Miel6tt a két adémorédl-modellt bemutatnam, egy egyszerli azonossagot vazo-
lok fol, amely kés6bb hasznunkra lesz.

A térsadalmat kiilonbo6z6 jovedelmii allampolgarok alkotjék, a tipusok szama

I > 1 természetes szam, és az ¢ =1,2,...,1 tipusi egyén jovedelme w;, népes-
I

ségbeli sulya f;. Ekkor az atlagos jovedelem Ew = > f;w;. Az dllam egykulcsos
szjat alkalmaz, ahol az addkulcs ¢ valés szam, 0 < t2 <1 1. Néha elhagyjuk a meg-
kiilénboztetd ¢ alsé indexet, azaz a w jovedelmi allampolgarnak tw adot kellene
befizetnie, de tokéletlen adémorélja miatt jovedelme egy részét (e-t) eltitkolja. Mar
emlitettem, hogy a modellben az adéztatds egyetlen célja: az ad6zas utan marado
netto jovedelmén tul mindenkinek azonos v alapjovedelmet biztositson. Folteszem,
hogy az atlagjovedelem éppen egységnyi, jele: Ew = 1, tehat az eltitkolt jovedelem
(értsd: teljes és bevallott jovedelem kiilonbsége) varhaté értéke Ee < 1. Mivel az 4l-
lam a teljes adéjovedelmét alapjovedelemként szétosztja, az alapjovedelem egyenlo
az addkulcs és az atlagos bevallott jovedelem szorzataval:

(1) v =tE(w—e) =t(1 — Ee).

1. példa. A nagysdgrendek tisztdzdsa érdekében célszerii az (1) azonossdgot
kozelitd, kicsit manipuldlt magyar adatokkal kitolteni: v = 3/8; Ee = 1/4, tehdt
a képzeletbeli osszesitett addkules ¢ = 1/2.

3. Egyszeriibb modell

Eddig nem prébaltam megmagyarazni az eltitkolt jovedelem nagysdgét. A bo-
nyolultabb modell eredményét megelSlegezve, most felteszem, hogy az eltitkolt jo-
vedelem (jele: e) és a teljes jovedelem hdnyadosa az addkules és az adémordl (u)
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hanyadosa:

2)

e t 1
— = —, azaz e= tw.
woop
Masképp kifejezve: az eltikolt jovedelem a teljes jovedelem utan fizetend6 adé és
az adémoral hanyadosa. Vigyéazat, az adécsalds nagysdga ennél aranyosan kisebb:
te* = u~H2w.

Ahhoz, hogy a modell értelmes legyen, az eltitkolt jovedelemnek kisebbnek
kell lennie a jovedelemnél, azaz t < p. Ahhoz, hogy ez még a maximélis t =1
addkulesnal is fennalljon, foltessziik, hogy p > 1.

(1) és (2) értelmében
(3) () =t(l—p ') =t —p 't

Jelolje rendre w,, és wy; a legkisebb és a legnagyobb jovedelmet. Mivel az at-
lagjovedelem 1, ezért — a trivialis egyforma jovedelmektdl eltekintve — feltehetjiik,
hogy 0 < w,, < 1 < wyy.

Itt tizom ki az els6 feladatot.

1. feladat. Igazoljuk, hogy a legkisebb/legnagyobb jovedelmii &llampolgér
kevesebb/tobb addt fizet be, mint amennyi az alapjévedelem. Képletben:

(3) t(wm — /fthwm) <t—pu ' < t(wy — pHPwyy).

Az dllamnak itt nagyon egyszerli célja van: maximalizdlni akarja az adébevé-
teleket. Az elemzés folytatdsahoz a kovetkezd segédtételre van sziikségiink:

1. segédtétel. Legyen A > 0 és B > 0 két valds szdm. Az y = Bx — Ax? md-
sodfoku fiigguény a mazimumdt az
B

4 = —
(4) T 2A>O

pontban veszi fol.

Bizonyitas. Nyilvanvaléan szoritkozhatunk a nemnegativ értéki y-t adé
0 < ¢ < B/A szakaszra. Az y = Ax (BzéF1 - x)—bél elhagyva az A szorzét, és az igy
kapott szorzatra alkalmazva a két pozitiv szdm szamtani és a mértani kozépe kozti
egyenlGtlenséget:

BA'—21®> [B7?
1y |2 EsA e B
x(BA z)\{ 5 } {214] ,

és az egyenléség pontosan (4) esetén valésul meg. O

A kovetkezo tétel megadja a maximalis adébevételt jelentd addkulesot.
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1. tétel. a) Feltéve, hogy az addmordlra teljesil 1 < p < 2, a (3)-beli dtlagos
adobevétel akkor maximdlis, ha

*_/"['
(5) =L

b) Ekkor minden dllampolgdr jovedelme felét titkolja el: e* = w/2, és az igy
adddd alapjovedelem v(pu/2) = p/4.

Bizonyitds. a) A segédtétel jelolései szerint (3)-ban A = =1 és B = 1. Innen

adédik (5). Mivel az addkulcs értelemszertien legfeljebb 1, sziikség van a pu < 2
feltevésre.

b) (5)-6t behelyettesitve (2)-be, majd (3)-ba, adédik a két masik képlet. O

Megjegyzések. 1. Ez a modell nagyon merev, hiszen az eltitkolt és az eredeti jovedel-
mek ardnya az adémoral értékétdl fiiggetleniil 1/2. Mégis, = 1 esetén a magyar adatok
kozelitéleg reprodukalhaték: a ¢ = 0,5 addkules Ee = 0,25 addcsalast ad.

2. Egy jobb modell esetén nem kellene feltenniink, hogy p < 2. Ez a korldtozas
karos, mert feleslegesen kizarja azokat a gazdasdgokat, ahol p > 2, tobbek kozt a fehér
gazdasdgot, ahol p = oo, azaz e* = 0.

4. Bonyolultabb modell

Réatérek a bonyolultabb modellre. Most minden allampolgar optimalizaldssal
dont az adoéeltitkolasarol, és az adébevételek helyett az allam egy bonyolultabb cél-
fiigguényt maximalizal, amely az alapjovedelem mellett valamennyire figyelembe
veszi az addfizetdk kiilonboz6 csoportjainak célfiiggvényét is. (A modern kozgazda-
sagtanban a célfiiggvény alapfogalom, s minden szerepld sajat célfiiggvényét ma-
ximalizédlja lehetdségein beliil: a fogyaszté a hasznossdgot, a vallalat a profitot, és
az allam jé esetben a tarsadalmi j6létet.)

A bevezetében mar széltam a nagyobb fogyasztds okozta 6rom és nagyobb
csalds miatt érzett szégyen viaskoddsardl. Ennek leirdsdhoz sziikségiink van a fo-
gyasztas és az addcsalds kozti kapcsolatra is. Ha az allampolgar nem titkolnd el
jovedelme egy részét, akkor fogyasztdsa a netté jovedelem: (1 — t)w és az alapjove-
delem: ~(t) osszege lenne. De letagadja jovedelme egy részét: e, azaz addt ,takarit
meg”: te, s ezzel noveli a fogyasztasat:

(6) c=(1-t)w+te+(t).

A kozgazdasdgtudomany féarama minden fogyasztéi dontést, esetiinkben
az addcsaldst egy un. hasznossdgfiiggvény maximalizaldsabdl vezet le. A legegy-
szerlibb U (e, e) hasznossédgfiiggvényt akkor kapjuk, ha feltételezziik, hogy a kétval-
tozds fliiggvény két egyvaltozds fliggvény kiilonbsége, és a kisebbitendd a fogyasztas
homogén linedris, a kivonandé pedig az eltitkolt jovedelem kvadratikus fiiggvénye.
Az adémoral most egy skalar, amely azt mutatja, hogy mennyire hat kedvezé&tleniil
az addcsalas az adézo kozérzetére. Képletben:

(7) Ule,e) =2¢ — pw™e?.
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A 1 szorzé mellé bevettitk még a w1 szorzét is, mert ha a masodik allampolgar

jovedelme A(> 1)-szor nagyobb, mint az elséé, akkor a A-szoros jovedelem-eltitkolds
nem A\2-szeres, hanem csak \-szoros szégyent okoz.

Behelyettesitve (6)-ot (7)-be, adédik az 1j, redukdlt hasznossag:
(8) Ulw, e] = 2(1 — t)w + 2te + 2vy(t) — pw ™ e?.

Adottnak véve y-t, most optimumként adédik az egyszeriibb modellben 6nkényesen
feltételezett (2)-beli jovedelem-eltitkolds.

2. tétel. Ha a w jovedelmd dllampolgdr addcsaldsdval a (8) célfiigguényt ma-
zimalizdlja, akkor az optimdlis jovedelem-eltitkoldst (2) adja.

Bizonyitds. (8)-ban csak 2te — pw~'e? fiigg kozvetleniil e-t8l. Most B = 2t
és A = pw~! szerepel az 1. segédtételben, és (4)-b8l adédik (2). O

Mivel az allampolgaroknak van hasznossagfiiggvénye, most mar megadhatunk
egy un. tarsadalmi joléti figguényt, a Rawls-félét, amelyet John Rawls filozéfusrol
neveztek el. E szerint a tdrsadalom jolétét a legrosszabb helyzetll tagjdnak (re-
alisabban: tagjainak) a maximdlis hasznossiga adja. Esetiinkben ez a legkisebb
jovedelmi allampolgér hasznossagfiiggvénye:

(9) V(t) = U[wm, e*(t)].
Most meghatarozhatjuk a tarsadalmilag optimalis adékulcsot.

3. tétel. a) A Rawls-féle optimdlis addkulcs

1- [
feltéve, hogy
2 —w;
(11) 1<p<pim= Lm

b) A (10)-beli t*(u) addkules—addmordl fiigguény linedris és novekvd, valamint
a jovedelem-eltitkolds mértéke fiiggetlen az adomordltol:

e _low, 1
w 2 — wy, 2

(12)

c) Az optimdlis alapjovedelem értéke

1—w,

(13) 7= mﬂ
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Bizonyitas. a) (9), (8), (3) és (2) értelmében
V(t) = 2(1 — t)wn + 2tp b, + 26(1 — p= ) — gt (0 M wn,) .

Rendezve,
V(t) = 2wy, + (2= wp)t — (207" — g~ hwp, ) 2
Innen mar az 1. segédtétel valoban megadja a tarsadalmilag optimalis addkulcsot.
O
b) és ¢) Egyszerii behelyettesitéssel. O

Megjegyezziik, hogy a bonyolult modell optimuma nulla minimélis jévedelem
mellett az egyszerti, bevételmaximalizdlé modell optimumat adja.

2. feladat. a) Igazoljuk, hogy a Rawls-féle optimdlis adékules kisebb, mint
az adomaximalizdlé kulcs.

b) Igazoljuk, hogy minél nagyobb a minimélis jovedelem, anndl kisebb a tar-
sadalmilag optimalis Rawls-féle addkulcs.

Ezen a ponton szampéldan szemléltetjiik a bonyolultabb modellt.

3. példa. A (10) értelmében w,, = 0,5 mellett t* = 0,5 u = 1,5 adémorélt ad.
A (12) és (13) képlet alapjan ekkor rendre e* =0,5/1,5=1/3, v* =0,5/1,5%-
1,5 =1/3.

Ha mar ennyit szamoltunk, érdemes tovabb gondolkodni. Mindenekel6tt bemu-
tatom a legegyszerilibb, kéttipusos népességet, ahol a w,, < 1 jovedelmiiek mellett
vannak wp; > 1 jovedelmiiek is. A két tipus népességbeli silya rendre f,, > 0 és
f M > 07

Végiil még egy feladatot tizok ki.

3. feladat. a) Ha a tdrsadalmi joléti fiiggvényt nem Rawls szerint, hanem
a kozonséges stulyozott szamtani atlag szerint szdamoljuk:

(14) W) = fuU|wnm, e ()] + farU[war, € ()],

akkor a tarsadalmilag optimalis adékulcs 0, s nincs jovedelem-eltitkolds: e* = 0.

b) Hogyan kellene médositani a hasznossdgfiiggvényt, hogy ebben az esetben
is pozitiv legyen a tarsadalmilag optimélis adékulcs?

Feladatmegoldasok

1. feladat. (3')-b6l és w,, < 1 < wp-b6l kévetkezik.
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2. feladat. a) w,, = 0 esetén (10) (5)-re egyszeriisodik.
b) Egyszerii atalakitdssal

1

t"=1-
2 —wpy,

)

amely a minimalis bérnek nyilvdnvaléan csokkend fiiggvénye.

3. feladat. a) Egyszer(i szdmoldssal (14) szerint

W (1) = 2(fmm + Farear) — p(Fmwinl e, + frrwited).

Az tujraelosztas miatt f.cm + farenr = fmwm + farwys = 1, és emiatt barmilyen

t > 0 esetén W(t) < W(0).

b) Ha U(c,e) az 1. véltozéban is szigorian konkdv fliggvény lenne, példaul

Ul(c,e) = logc — pe?, akkor a médositasban is t* > 0 allna.

Simonovits Andras

I. rész

1. Egy katonai laktanyaban az dbrdn lathaté 6érbodéban 6r-
kodnek a katondk. A 3,5 m magas épitmény egy négyzetes ha-
sabbdl és egy hozza kapcsolddd szabdlyos négyoldali gulabdl All.
Bejarata téglalap alaku, annak fels6, rovidebb oldalara illesztett
félkorrel. A négyzetes oszlop alapéle 1,3 m, magassaga 2,5 m, mig
a bejarat téglalap alaku része 0,8 m széles és 1,8 m magas.

a) Mennyibe keriil az 8rbédé kiilsé lefestése, ha 1 m? felii-
let lefestéséhez 1,5 dl festék sziikséges, melynek literje 3200 Ft?
(Az 6rbddé tetejét is festjiik, ajtajit azonban nem.) (6 pont)

7 Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

/AN

A laktanydban a hétvégi (pénteki, szombati és vasdrnapi) éjszakai érség kiala-

kitdsakor a parancsnok az aldbbi szempontokat veszi figyelembe:

e Minden katona legaldabb egy éjszaka 6rkodjon, de ne legyen olyan katona, aki

mindharom éjszaka 6rségben van.

o A teljes létszamnak a fele teljesitsen pontosan két éjszaka Orszolgalatot.

o Az Grség létszama az els6 éjszaka 16 6, a masodik éjszaka 22 {6, mig a harmadik

éjszaka 10 f6.

b) Hény katona vett részt az éjszakai Srségben?

(5 pont)
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2. Egy szabdlyos dobdkockaval 20-szor dobva 5 db egyest, 5 db kettest, 4 db
harmast, 3 db négyest és 3 db 6t6st dobtunk.

a) Szamitsuk ki a dobott szdmok dtlagdt és szorasdt. (3 pont)

A dobott szamok koziil 4 db-ot véletlenszertien kivalasztunk.

b) Hany esetben lesz a kivdlasztott szdmok kozott legaldbb egy hdarmas?
(4 pont)

¢) Mekkora annak a val6sziniisége, hogy mind a négy kivdlasztott szdm kiilon-
b6z67 (6 pont)

3. a) Az u(l;logg x) és v(log, x; —1) vektorok merdlegesek egymadsra. Hata-
rozzuk meg x értékét (z > 0). (5 pont)

b) Adott a sikon n db pont, melyek koziil semelyik hdrom nem illeszkedik egy

egyenesre (n > 3). Hatdrozzuk meg n értékét, ha a pontok 20-szor annyi négyszoget
hatdroznak meg, mint egyenest. (8 pont)

4. Adott az f: R = R, . — 2% 4 322 + 1 fiiggvény.

a) Igazoljuk, hogy az f fiiggvény szigortian monoton csokken a negativ valés

szamok halmazén. (3 pont)
b) Igazoljuk, hogy az f fiiggvény péros. (4 pont)
c) AdJuk meg az f fiiggvénynek azt az F primitiv fliggvényét, amelyre
F(-1)= (4 pont)
d) Allapitsuk meg a hm Sx H hatérértéket. (3 pont)

II. rész

5. a) A tizes szdmrendszerben felirt abc haromjegyti szam szamjegyei a felirds
sorrendjében egy szamtani sorozat egymast koveté harom elemét alkotjak. Ha a ha-
romjegyt szamot elosztjuk a szamjegyeinek Gsszegével, 26-ot kapunk. Ha az eredeti
szamban a szdzasok és az egyesek szamat felcseréljiik, az eredetinél 396-tal nagyobb
szamot kapunk. Melyik ez a hdromjegyii szdm? (7 pont)

b) Adjuk meg azokat a kiilonboz6 szdmjegyekbdl allé tizes szdmrendszerben
felirt a6c alaki haromjegyti szdmokat, amelyek a 4, 6 és 9 szdmok koziil pontosan

kettdvel oszthatok. (7 pont)
¢) Lehet-e aP - b7 - ¢" négyzetszdm, ha a, b és ¢ kiilonb6z6 primszamok, p, g és
r pedig kiilonb6z6 paratlan egészek? (2 pont)

6. Egy foldmérd noteszaban egy vizszintes haromszog alaki telekrdl a kovet-
kez6 bejegyzés olvashato: ,A telek hdarom sarkdn villanypozna, furt kit és gdzcsonk
talalhato. A wvillanypdzna a fart kittél 46 méterre, a firt kut a gdzcsonktol 20 mé-
terre taldlhaté. A wvillanypdzndndl dllva a fart kit és a gdzcsonk alkotta szakasz
25°-0s szogben ldtszik.”

a) Szamitsuk ki a hdromszog alaku telek lehetséges teriiletét. (5 pont)

Az el6bbi telken a viz-, a gaz- és az elektromos ellatottsag nagyon fontos,
ugyanis azon kereskedelmi egység épiil. Az elektromos rendszer koltsége a viz- és
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a gazellatas koltségeinek mértani kozepe. Ha a gézellatas koltségeit 100 000 Ft-
tal csokkentenénk, akkor a viz-, az elektromos- és a gazellatds koltségei ebben
a sorrendben szdmtani sorozatot alkotnanak. Az elektromos koltségek a vizelldtas
koltségeinek 150%-4t teszik ki.

b) Mennyibe keriilnek a felsorolt kozmiivek egyenként? (6 pont)

A telken a viz-, gaz- és az elektromos elldtottsag kivitelezésére hat arajanlat
érkezett hat kiilonb6z6 vallalkozastol.

¢) Igazoljuk, hogy a versenytdrgyalds résztvevdi kozott biztosan van hdrom
olyan személy, akik kolcsonosen ismerik, vagy harom olyan, akik kolcséndsen nem
ismerik egymdst (Egy véllalkozdst egy targyalépartner képvisel). (5 pont)

7. Tekintsiik a kovetkez6, fagrdfra vonatkozé allitast:

Ha 5 fagrdfnak osszesen 41 €éle van, és ezeket a fagrdfokat egy grdfnak tekintjik,
akkor ezen graf pontjainak szdma pdros.

a) Adjuk meg az elébbi allitas logikai értékét (igaz vagy hamis). A vélaszt

indokoljuk. (3 pont)
b) Igazoljuk, hogy ha egy 6tponti egyszertd grafnak 8 éle van, akkor a grafnak
van legaldbb két olyan pontja, amelybdl pontosan harom él indul ki. (5 pont)

2017. november 8-4n a Févarosi Allat- és Novénykertben kiselefant sziiletett.
A hirt elészor csak az allat egyik gondozdja tudja.

¢) Hényféleképpen juthat el a hir a t6bbi 4 gondozéhoz, ha mindenki telefo-
non beszél a masikkal, és a lehetd legkevesebb hivassal értesiil mindenki a hirrél?
(8 pont)

8. Az dbrdn egy 300 méter hosszi egyenes
alagit bejarata lathatd, mely egy 8 méter sugari
kor egy része. Az alagiton keresztiilvivé autdut
az alagut tetejétol 9,5 méterre taldlhato.

a) Milyen széles az autéit? (3 pont)
b) Mekkora térfogatii kézetmennyiséget kellett
eltdvolitani az alagut firdsa sordn? (5 pont)

Egy tilméretes szallitmany olyan téglatest alaku targyat szallit, melyet a jarm
1,5 méter magasan 1évé platdjara helyeznek.

¢) Mekkora lehet legfeljebb egy olyan térgy keresztmetszete, ami még atvihetd
a kétsavos alaguton szabdalyosan kozlekedve? (8 pont)

9. A gumiszerel6 mihelyben a szakember tudja, hogy normél koriilmények
kozott a gépjarmiivek els6 — meghajtott — két kerekén 1évé gumik 30 000 kilométer
alatt, a hatsé gumik 50 000 kilométer alatt kopnak el.

a) Héany kilométert képes biztonsdgosan autézni adott gumiszettel az autds,
ha az els6- és héatsé tengelyen 1év6 kerekek egymaéssal kicserélhetdk? (6 pont)

A személygépkocsikra valé gumik gyartosorarodl lekeriilé termékeket nagyon
alaposan ellenorzik. Egy gyartosori széria jellemz6en 80 000 gumit tartalmaz, mely-
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bél altaldban 400 darab hibds (méret és/vagy anyag Osszetételi eltérés miatt).
Az automatikus mindségellenorzésen az ellenérzo berendezés csak a valéban hi-
bés gumik 99%-4t taldlja meg, a jé termékek 2%-4t viszont hibdsnak mindsiti.
b) Mekkora annak a valdszintisége, hogy az automatikus ellendrzé berendezés
altal hibdsnak mindésitett gumi valéban hibds? (5 pont)
¢) Mekkora valdszintiséggel képes az automatikus ellendrzé berendezés a j6
mindsitést megdllapitani? (5 pont)

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2018/3. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenleteket (ha a megoldds
pontos értéke nem raciondlis szdm, akkor kozelitd értéket is adjunk):

a) 32¢F2 4 92+l — 4, (5 pont)
b) logy(x — 3) + (log, (8 — 24))2 = 6,25. (7 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet alakja ekvivalens dtalakitdsok utan:
(3%41)2 433241 _ g — .

Ez a mésodfoku egyenlet gyokképlete alapjan akkor teljesiil, ha 32*+! =1 = 39,
vagy ha 32*+1 = —4. Nyilvan csak az els6 egyenldséget teljesitd x van, ami a 3 alapt
exponencidlis fliggvény szigord monotonitdsa miatt fennallé 2x + 1 = 0 egyenletbol
az x = —0,5 érték.

Ezért ez az eredeti egyenlet megoldasa.

b) Az egyenlet alakja = > 3 esetén a logaritmus azonossigai alapjan

log, 8(z — 3) \
1 -3 ———= ] =6,25
Og?(x )+ ( 10g24 14y

és tovabbi ekvivalens dtalakitasokkal:
4logy(x — 3) + (3 + logy(z — 3))° = 25,
(logy(z — 3))2 + 10log,y(z —3) — 16 = 0.
Ez log,(z — 3)-ben méasodfoku egyenlet, igy a gyokképlet alapjin

10+ 1 4
= 0 200+6 = -5+ v4l.

logy (2 — 3)
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Ebbdl 2 = 3 + 25+ VAL,

Ezért az eredeti egyenlet megoldasai:

21 =3+ 27V 56447 bs me =3+ 2757V x3.00037.

2. Egy hdromszog oldalhosszai olyan szamtani sorozat elsé hdrom eleme,
amelynek mdsodik eleme 6.

a) Adjuk meg azt a szdmhalmazt (a legegyszerdbb alaki) pontos értékekkel,
amelynek elemei az ilyen hdromszogek teriletes. (7 pont)

b) Van-e az ilyen hdromszigek kizétt maximdlis teriletd, van-e minimdlis
terilett? Ha igen, akkor melyik az? (2 pont)

¢) Van-e az ilyen hdromszigek kozott két olyan, amelyeknél a beirt kir sugara
egyenlé? Ha igen, akkor melyek azok? (3 pont)

Megoldas. a) A szdmtani sorozat differencidjanak abszolit értékét d-vel je-
16ljiik, igy az oldalhosszak 6 — d, 6 és 6 + d, ahol nyilvan 0 < d, és a haromszog-
egyenlOtlenség miatt 6 +d < 6 —d + 6, azaz d < 3.

A héromszog teriiletét a Héron-képlettel szamoljuk ki. A félkeriilet:

,_6-d+646+d_

9.
2

A teriilet:

1%:¢%9—m—d»®—6xg—w+d»:\mn9—ﬁy

Ebbdl 0 < d < 3 miatt kovetkezik, hogy 0 < T' < v/27 -9 = 9v/3, és T minden ilyen
értéket felvesz, igy a keresett szamhalmaz ]O; 9v/3 ]

b) Az a) megolddsabdl kovetkezik, hogy ilyen hiromszogek kozott minimédlis
teriiletdl nincs, maximalis teriiletli van, a d = 0 esetben. Ez a 6 oldalhossztsagu
szabalyos haromszog.

¢) Ismeretes, hogy a haromszog beirt kérének sugara o = % A feladatban sze-
repl6 haromszogeknél s = 9 allandd, igy o és T kapcsolata kolesonos és egyértelmi,
tehdat o és d kapcsolata is az. Ezért a feladatban szereplé haromszogeknél a kiilon-
b6z6 haromszogek beirt korének sugara is kiilonbozik.

Tehat nincs két olyan haromszog, amelyeknél a beirt kor sugara egyenlé.

3. Egy tgyfél eqy bankbdl 1980-ban felvett eqymillid Ft kélcsont, évi 5%-o0s
kamatra, 20 €évi, évente eqyszeri, azonos 0sszeqt torlesztési kotelezettséggel.

a) Mennyi volt az évi torlesztési dsszeg, 10 Ft-ra kerekitve? (5 pont)

A kolcsonszerzddést nem lehetett megudltoztatni a noévekvd inflacio ellenére
sem, pedig 1992-ben (12 évvel a tdrgyalt hitelfelvétel utdn) mdr a bank adott 10%-os
kamatot a ndla elhelyezett pénzre. Ezért a bank a fent leirt kélcson felvevdjének

felajanlotta, hogy hdtralevd tartozdsdt megsziintetheti, ha az éppen fenndlld tarto-
zdsdnak 90%-dt kifizeti.
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b) Mennyivel tartozott az tigyfél 12 év leteltével? (4 pont)

¢) Mennyit helyezzen el az tgyfél eqy (mdsik) bankban, hogy abbdl az eredeti
torlesztd részletét évente kivéve és 10%-os kamattal szdmolva 8 év alatt megsziin-
tesse a tartozdsdt? Erdemes-e elfogadni a bank ajanlatdt, vagy kisebb dsszegnek egy
(mdsik) bankban vald elhelyezésével érdemes tovabb tirleszteni a tartozdsdt?

(4 pont)

Megoldas. a) A feladatban leirt kolesontorlesztésre T koleson, n évre, p%-os

kamat és t torlesztorészlet esetén, ¢ = 1 + 1]0';0 jeloléssel az ismert képlet érvényes:

q" —1
Tq" =t
q -1
Ebbdl a mi esetiinkben:
1,05%0. 0,05
t = 1000000 - m.

Ezt zsebszamolégéppel kiszamolva és azt tizesre kerekitve: ¢ ~ 80240 Ft.

b) A jaradékszamitdsi képletet haszndlva és hasonléan kiszdmolva a 12 év utdn
fennall tartozés:

1,0512 — 1

~ 5l Ft.
0.05 518 660

1000000 - 1,052 — ¢

¢) Egy bankban elhelyezett = 6sszegb6l a fenti t évjdradékot kivéve 8 év alatt
évi 10% kamat mellett megszlinik az addssdg. Az x 1ép a képletben T helyébe:

8 1,181 ”
x-1,1° — t—0,1 . Ebbdl
1,18 -1

01118 ~ 428070 Ft.

r=t

Mivel az 518660 Ft osszeg 90%-a 10 Ft-ra kerekitve 466790 Ft > 428070 Ft,
érdemes folytatni a fenti médon a torlesztést.

4. Jelolje k azt a kort, amelyik érinti a koordindta-rendszer x tengelyét, és
érinti az f(x) = %(a:Q +20) (z € R) fiigguény grafikonjdt a figgvénynek a 2 absz-
cisszdgi pontjdban. (A figguény grafikonjdnak az érintése egy pontban azt jelenti,
hogy az érintd kor ebben a pontban érinti a grafikonhoz az adott pontban hizott
érintdt, és az érintd elvdlasztja a grafikont és a kort.)

a) Irjuk fel a k kor egyenletét. (7 pont)

b) Mennyi annak a korldtos sikidomnak a teriilete, amelyet az y tengely,
az x tengely, a k kor és a fligguény grafikonja hatdrol? (7 pont)
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Megoldas. a) A fiiggvény 2 absz-
cisszdji pontja E(2;8), a fiiggvény grafi-
konjahoz ebben a pontban hizott érinté
irdnytangense f'(2) = % A k kor kozép-
pontja azon az egyenesen van, amely &t-
halad a F(2;8) ponton és egy norméalvek-
tora ﬁ)(3;4), ezért az egyenes egyenlete
3z + 4y = 38.

A k kor K(u;v) kozéppontja rajta
van az egyenesen, ezért 3u + 4v = 38,
masrészt ugyanolyan tavol van FE-tél,
mint az x tengelytol, igy

A \/(u—2)2+(v—8)2:v,

és erre (u — 2)° + (v — 8)% = v2 is teljesiil, de a feladat szerint nyilvan csak u > 2 és
0 < v < 8 lehet, mert a kor az érintonek a fliggvény grafikonjaval ellentétes oldalan
és az x tengely felett van.

A 3u+4v =38, (u—2)>+ (v — 8)® = v? egyenletrendszert oldjuk meg. Mivel
3(u—2) =32 — 4v, igy (32— 4v)® + 9(v — 8)> = 9v2. Ebbsl 25(8 — v)* = 902, és
az u-ra, v-re tett feltételek miatt v =5 és u = 6.

A kér egyenlete (z —6)° + (y — 5)% = 25.

b) A keresett teriilet kiszdmitdsdhoz felhasznaljuk a fiiggvénynek a [0;2] in-
tervallumon vett gorbe alatti ¢; teriiletét, az A(2;0)E(2;8)K(6;5)B(6;0) trapéz
to teriiletét, és az EK B korcikk t3 teriiletét.

2
3 2 1
tlz/f(x)dx:[x—i—m] _ 128
0
0

9 3 9’
AFE + BK
tzz%-AB:¥~4:26,

ty = 5% - 23 —12,5-a, ahol a=EKB4.
™

Az EK B haromszogben a koszinusz-tételt alkalmazva:

EK?+ KB?—EB? 25+25—(64+16) 06
2FK - KB o 2.5-5 R

Cosx =

igy t3 értéke zsebszdmoldgéppel szamolva és 3 tizedesre kerekitve 27,679. A keresett

teriilet:

128
b=ttt —ty = +26-125 a~ 1254
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II. rész

5. a) Oldjuk meg az X halmazra az A\ X = B; AUX = C egyenletrendszert,

ahol az adott A, B, C halmazokra B C A C C teljesiil. (6 pont)
b) Igazoljuk, hogy az A és B itéletekre az (AV B) A (AV —B) és A itéletek
ekvivalensek. (6 pont)

c) Igaz-e, hogy VH C RT ésVh € H esetén In € NT gy, hogy % <h<n?
Ha nem, akkor adjunk rd példdt, ha igen, akkor irjuk le, hogy az ilyen n fiigg-e
a h-tol, vagy nem? Allitasunkat bizonyitani nem kell. (4 pont)

Megoldas. a) Mivel tetszéleges A és X halmazra nyilvanvalé (a miiveletek
definici6jdbdl kovetkezéen), hogy X = (AU X))\ (A\ X), ezért X = C \ B.

b) Az (A; B) itéletpar lehetséges (i;1), (i;h), (h;i), (h;h) értékeit az (AV B) A
A (A V —B) itéletre kiprébélva rendre az i, i, h, h értéket kapjuk, ami az A értéke,
tehdt valoban ekvivalensek.

¢) Igaz, és az n figg a h-t6l.

6. a) Hdny olyan 2018 pontd, pdronként nem izomorf fagrdf van, amelyekben
nincs haromndl tobb élt tartalmazd dt? (11 pont)

b) Hol helyezkednek el a koordindta-rendszerben azoknak a 2018 pontid fagrd-
foknak a pontjai, amelyek mindegyikének pontja az origé, és minden élének a két
végpontja olyan (x1;y1), (z2;y2) pont, amelyre x1, y1, X2, ya egész szdmok, és
az (x1 — x2), (y1 — y2) szdmoknak az egyike 0, a mdsik 0, 1, vagy —1. (& pont)

Megoldas. a) Ha egy 2018 pontu fagrafban nincs hdromndl tobb élt tartal-
mazo ut, akkor — mivel a graf osszefiiggd — a leghosszabb 1t ketté vagy harom élt
tartalmaz benne. Ha a fagraban minden 1t legfeljebb két élt tartalmaz, akkor egy
ilyen 1t legyen az AB, BC élekbdl 4ll6 ABC részgraf. Ez a részgraf a fagraf mas
(A, B, C csticsoktdl kiilonbozé) P csticsdhoz sem A-bol, sem C-bdl induls, B-t
nem tartalmazd uttal nem csatlakozhat, mert kiilonben lenne a grafban harom él-
bol all6 at. Tehat BP 1t van a fagrafban, de ez csak a BP €l lehet, mert kiilonben
A-t P-vel két élnél hosszabb ut kotné ssze.

Ezért (izomorfiatdl eltekintve) csak egy olyan 2018 ponti fagraf van, amelyben
nincs ketténél tobb élt tartalmazo ut. Ha egy 2018 pontu fagrafban minden 1t
legfeljebb harom élbél all, és van harom élbél allé 1it, akkor legyen egy ilyen az AB,
BC, CD élekbdl all6 t.

A fentihez hasonléan beldthatd, hogy egyrészt sem A-hoz, sem D-hez nem
csatlakozhat a graf tovabbi éle, mert kiilonben lenne harom élnél hosszabb tt;
masrészt a graf minden tovabbi pontjat a B és C pont koziil pontosan az egyikkel
él koti ossze, mert kiilonben lenne hdrom élnél hosszabb 1t (vagy egy kor).

Tehat, ha egy 2018 ponti fagrafban minden ut legfeljebb hérom élbél all, és
van harom élbél allo ut, akkor a grafnak az AB, BC, C'D éleken kiviil n darab
(0 < n < 2014) B-hez csatlakozé olyan éle, és (2014 — n) darab C-hez csatlakozd
olyan éle van, amelynek mdsik végpontja nincs A, B, C, D kozott. Rogzitett n

Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/ 207



esetén az n-hez és a (2014 — n)- hez tartozé két graf izomorf (illetve n = 1007-nél
azonos), tehat 1008 kiilonboz ilyen fagraf van.

fgy a keresett szam 1009.

b) A feladatban leirt fagrafnak az origdt a graf tetszéleges P(x;y) pontjdval
Osszekotd t éleinek szdma nem kisebb, mint |x| + |y, {gy |z| + |y| < 2017.

Ezért P benne van az N = (2017;0), (0;2017), (—2017;0), (0; —2017) négyzet-
ben, annak a hatarat is beleszamitva. Mivel N minden pontja nyilvan valamelyik
fagrafnak pontja, ezért a fagrafok pontjai az N négyzet belsejében vagy hatdran
elhelyezked6 pontok.

7. Egy tdarsasdg b nobdl és b férfibdl dll, és koztik két hdazaspdr van.

a) Hdnyféleképpen iilhetnek le egqy kerek asztal kiré, ha minden nd mindkét
oldalan férfi il? Két leilés kilonbozd, ha van olyan személy a tdrsasdgban akinek
a két leiilésnél legaldbb az egyik oldal (jobb vagy bal) fel6l nem ugyanaz il, mint
a masik letilésnél. (4 pont)

b) Hdanyféleképpen iilhetnek le eqy kerek asztal koré, ha minden né mindkét
oldaldn férfi il, és mindkét férj a felesége jobb oldaldn il (két leiilés kilonbizd
olyan mddon, mint az a) esetnél). (4 pont)

¢) Mennyi annak a valdszindisége, hogy a tdrsasdg gy il le, hogy minden nd
mindkét oldaldn férfi il, de egyik férfi sem 4l a felesége mellett? (8 pont)

Megoldas. a) Mivel ugyanannyi férfi van, mint né, és két né nem il egymds
mellett, ezért nék és férfiak felvaltva iilnek. A nok ciklikus permutaciéban 4! = 24-
féleképpen iilhetnek le. A nok leiilése utéan a férfiak leiilésének ciklikus cseréje mar
véltozast jelentene a leiilésben, ezért az & leiilésiik szdma 5! = 120. Igy a tejes leiilési
szam a kettd szorzata: 24 - 120 = 2880.

b) A ndk ciklikus permutdciéban 4! = 24-féleképpen iilhetnek le. Ezeknél a le-
iiléseknél a két férj helye rogzitett, a tovdbbi hdrom férfi pedig 3! = 6-féleképpen
iilhet le. Tehat a keresett szam 24 - 6 = 144.

¢) A jobb leirds érdekében megjeldljiik a székeket, nagybetiivel a nék, kis
betiivel a férfiak székét, az 6ramutatd jardsa szerint: Aa BbC ¢ D d E e. Az egyik
(mindegy, hogy melyik) férjes né (nq) helyét rogzitjiik, legyen ez A. A mésik férjes
né (ng) 4 kiilonb6z6 helyre iilhet.

Ha B-re iilt, akkor az ny né f; férje 3 helyre: b, c, illetve d székekre iilhetett,
és ekkor fo férj rendre a (c,d, e), a (d, e), illetve a (c, €) székekre iilhetett. Ez 7 eset.

Ha ngy C-re iilt, akkor f; ugyanazokra a b, ¢, illetve d székekre iilhetett, és ekkor
fo férj rendre az (a,d, e), az (a,d, e), illetve az (a, e) székekre tilhetett. Ez 8 eset.

A szimmetria miatt, ha no nem B-re, hanem E-re, illetve nem C-re, hanem
D-re iilt, akkor is a férjek leiilésére 7, illetve 8 lehet&ség van. Tehat a hazastarsak
leiilésére 30 lehetdség van. Mindegyiknél 3! = 6 lehet6ség a tobbi férfi letilésére, és
3! = 6 lehetGség a tobbi né leiilésére. Tehdt, ha a tarsasag ugy iil le, hogy minden né
mindkét oldalan férfi iil, de egyik férfi sem iil a felesége mellett, akkor a lehetséges
leiilések szama 30 -6 - 6 = 1080.
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Az sszes leiilések szdma az a) rész szerint 2880, tehat a keresett valdszin{iség
1080 _ 3

2880 ~ 8°
8. Legyen
sin 2z, ha 0<z <,
f@) =1 o
|251n(1'77r)}, ha m<z <37
a) Differencidlhato-e a fiigguény az xo = m pontban? (4 pont)

b) Adjuk meg azt a legbévebb halmazt, amelyen a figgvény szigorian monoton
novekvd, és amelyen szigorian monoton csokkend. (6 pont)
c) Adjuk meg bizonyitds nélkil a fiigguény szélséértékeinek helyét és értékét,
de jelezziik mem csak azt, hogy minimum vagy maximum, hanem a szélséértéknek
a szigoru, a helyi és az abszolut tulajdonsdgdt is. (6 pont)

Megoldas. a) Ha egy g(z), « € (a;b) fiiggvény differencidlhaté az xg € (a;b)
pontban, akkor a differencidlhdnyados definicidja szerint nyilvanvald, hogy a g(x),
x € (a;x0] fliggvény is és a g(x), x € [x0;b) fiiggvény is differencidlhaté zo-ban, és
a differencélhanyadosok egyenlck.

Ennek alapjdn az f(z) = sin 2z, ha 0 < x < 7 fiiggvény differencidlhdnyadosa
m-ben 2cos2m = 2, és az f(z) = |2sin(z — )|, ha 7 < & < 37 fiiggvény differencidl-
hényadosa 7-ben 2cos0 = 2.

Mésrészt az f(x) = sin 2z, ha 0 < z < 7 fiiggvény differencidlhdnyadosa m-ben
2ésaz f(x) = ’2sin(x — 7r)|, ha m < x < 37 fliggvény differencidlhdnyadosa w-ben
2 miatt az

) = {sin2x, ha 0

<
, ha 7w <z <3m.

|2 sin(z — )

fiiggvény is differencidlhaté m-ben (és a differencidlhdnyadosa 2).
A bizonyitas tehat arra a tételre valé hivatkozédssal torténik, hogy egy fiiggvény
az értelmezési tartomanyanak belsé pontjaban akkor és csak akkor differencialhato,

ha abban a pontban van jobb és bal oldali differencidlhanyadosa, és azok megegyez-
nek.

b) A fiiggvény a [O; iﬂ'], [%ﬂ'; %7‘(‘], [271'; %71'] intervallumokon szigoriian monoton
novekvo, mert a végpontok kivételével a differencidlhdnyadosok pozitivok: (0; }lﬂ)—
%7‘(; w]—ben 2cos2x > 0, [ﬂ; %W)—ben
2cos(x —m) >0, és (27r; gﬂ)—ben ‘2005(3: - 77)‘ > 0.

ben 2cos2x > 0, (%’/T; %ﬂ)—ben megosztva: (

De a zért intervallumokon is érvényes a szigori monotonitas, a definicié alapjan
bizonyithaté. Ugyanis az intervallum kezd6pontjaban felvett fiiggvényérték kisebb,
a végpontjaban felvett fliggvényérték pedig nagyobb, mint a nyilt intervallumban
felvett fliggvényérték.

Hasonldan bizonyithatd, hogy az [iw; %7‘(‘], [%ﬂ'; 27r], [%w; 377] zart intervallu-
mokon az f(x) fiiggvény szigorian monoton cstkkend: az intervallumok belsejében
a differencidlhanyados negativ, a végpontokra a szigori monotonitds a definicié
alapjan belathato.
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¢) A szélséértékek helye és értéke:

x = 0-ban szigoru helyi minimum van, értéke 0.

T = iw—ben szigoru helyi maximum van, értéke 1.

T = %ﬂ—ben szigoru abszolit minimum van, értéke —1.

x = %W—ben szigort helyi és abszolut (nem szigord) maximum van, értéke 2.

x = 2m-ben szigord helyi minimum van, értéke 0.

T = gw—ben szigort helyi és abszolit (nem szigord) maximum van, értéke 2.

x = 3m-ben szigord helyi minimum van, értéke 0.

9. Egy kionyvesboltban hdrom kiaddnak (jelolésiik legyen A, B, C) mind a négy
kozépiskolai évfolyam részére szolé matematika tankdnyve megtaldlhato, druk az év-
folyamitdl nem, csak a kiaddtdl figgéen rendre 1500 Ft, 1800 Ft és 2000 Ft. A kony-

vekrdl a boltban levd példanyok szdmdra vonatkozéan az aldbbi adatok allnak ren-
delkezésiinkre.

9. éufolyamos: A-bol 102 db, B-b41 120 db, C-b4l 78 db van;
10. évfolyamos: osszesen 220 db van, druk dtlagosan 1750 Ft;
11. évfolyamos: osszesen 210 db wvan, druk dtlagosan 1760 Ft;

12. évfolyamosrdl:  nincs adat,
de tudjuk, hogy a négy évfolyamébdl egyiitt (tehdt az dsszes kinyv) 810 db van, druk
dtlagosan 1760 Ft. (Az dtlagok egészre kerekitett értékek).
a) Mennyi a raktdron levd 9. évfolyamos kinyvdrak mddusza, medidnja, dtlaga
és szordsa? (6 pont)
b) Mit tudunk a fenti adatok alapjin a 12. évfolyamos kényvek szdmdrdl és
dtlagdrdrol? (5 pont)
¢) Ha az A kiadd raktdrban levd kinyveinek a szdma 305, akkor mennyi a B és

a C kiaddk raktdrban levd kinyveinek szdma, egészre kerekitve (az dtlagok is egészre
kerekitett értékek voltak)? (5 pont)

Megoldas. a) A 9. évfolyamos koényvdrak mddusza: 1800, medidnja: 1800.
Atlaga:
102 - 1500 + 120 - 1800 + 78 - 2000

= 1750.
102 + 120 + 78

Szérasa:

102 - (1500 — 1750) + 120 - (1800 — 1750)* + 78 - (2000 — 1750)?
102 + 120 + 78 ’

egészre kerekitve 196.

b) A 12. évfolyamos konyvek darabszamét az dsszesbdl a tobbi évfolyamos da-
rabszamat levonva kapjuk, szdma: 810 — 300 — 220 — 210 = 80. Ha a 12. évfolyamos
konyvek atlagara x F't, akkor az 0sszes konyv arat kétféleképpen kiszamolva az x-re
egyenletet kapunk:

810 - 1760 = 300 - 1750 + 220 - 1750 + 210 - 1760 + 80x.
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Ebb6l a 12. évfolyamos konyvek atlagara: © = 1825 Ft.

¢) Legyen a B, illetve a C' kiaddk raktdrban levs kényveinek szdma b, illetve c.
Tehat b+ ¢ = 810 — 305 = 505, és az atlagaruk alapjan

1500 - 305 + 18006 + 2000c = 810 - 1760, azaz 18b+ 20c = 9681.

A két egyenletbdl (egészre kerekitve): b = 220 és ¢ = 285.

Kantor Sandor
Debrecen

Matematika feladatok megoldasa

B. 4820. Egy egységnyi oldali szabdlyos hdromszdgrdacson kijeldltink négy
olyan rdcspontot, amelyek eqy P paralelogramma csicsai; a P teriilete /3 egység.
Mekkora lehet a P belsejébe esd rdcsszakaszok dsszege?

(6 pont)
Megoldas. Bontsuk esetekre a feladatot aszerint, hogy egy paralelogramma
hany oldala illeszkedik racsvonalra.

1. eset: Mind a négy oldal racsvonalra illeszkedik.

Mivel a paralelogramma teriilete v/3, ezért 4 racs- 11
haromszoget tartalmaz. Vagyis ekkor a paralelogramma
belsejében 1év6 racsvonalak ¢sszhossza 3 (1. dbra). 10
2. eset: Két oldal (nevezziik 8ket alapoknak) illesz-
kedik racsvonalra. Mivel a paralelogramma magassaga 9
minimum V3 (hiszen két parhuzamos racsvonal kozott
legalédbb ekkora a tavolsdg), ezért az alapok hossza csak 8
1 vagy 2 lehet. 9 3 4

2.a eset: Az alapok hossza 2.

Vegyiik észre, hogy ha egy paralelogrammét ,eltolunk” egy egységgel (pél-
ddul a 2. dbrdn a pontozottat a siméba), akkor nem véltozik a bels§ rdcsvonalak
Osszege (hiszen a ,leesd”, és , bekeriils” haromszogek egybevigdak, eltolhatdk egy-
mdsba, és ugyanannyi benniik a rdcsvonalak sszege). Ez csak akkor nem igaz, ha
a keletkez6 paralelogramma mindegyik oldala récsegyenesre illeszkedik, hiszen ek-
kor ,elvész” az oldal a paralelogramma belsejébol, vagyis ebben az esetben 1-gyel
csokken az 6sszhossz (példdul a 2. dbrdn a sima paralelogrammé&bdl a csillagosba
valé eltolasndl”).
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12

11
10
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2. dbra

Vagyis az 6sszes ebbe az esetbe ill6 paralelogrammat eltolhatjuk egy teljesen
racsvonalakra illeszkedd paralelogrammaéba gy, hogy kozben 1-gyel csokken a belsé
racsvonalak Osszege. Tehat ekkor 3 + 1 = 4 a bels6 racsvonalak Gsszhossza.

11
10

10
9

9
8

’ 2 3 4 5 6 7
8
2 3 4
3. dbra 4. abra

2.h eset: Az alapok hossza 1 (3. dbra).

Ekkor tovabbra is igaz, hogy szabadon tologathatjuk a paralelogrammaét, azon-
ban a végén (amikor egy olyan paralelogrammét kapunk, amelynek minden oldala
illeszkedik egy rdcsegyenesre) a rdcsvonalak Osszege 2-vel csokken. Vagyis ekkor
34 2 =5 a bels6 réacsvonalak 6sszhossza.

3. eset: Nincs racsvonalra illeszkedd oldala a paralelogrammaénak. Itt is igaz,
hogy eltolhatjuk a paralelogrammét (nem feltétleniil egy egységgel), amig egy olyat
nem kapunk, amelynek az egyik oldala mér racsvonalra illeszkedik (4. dbra).

Ekkor egy 2. esetbeli paralelogrammaét kapunk (hiszen az eltolds nem valtoztat
a paralelogramma teriiletén), vagyis kétféle lehet:

— Ha az alapja 2, akkor az eltolas soran 2-vel csokkent a belsé racsvonalak
Osszhossza, vagyis kezdetben 4 4 2 = 6 volt.

— Ha az alapja 1, akkor az eltolas soran 1-gyel csokkent a bels6 racsvonalak
Osszhossza, vagyis kezdetben 5 + 1 = 6 volt.

Tehat ebben az esetben mindig 6 a belsd racsvonalak 6sszhossza
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Tehat egy /3 teriiletii paralelogramméban a racsvonalak Gsszhossza 3, 4, 5
vagy 6 lehet.

Téth Viktor (Kaposvéri Tancsics Mihaly Gimn., 12. évf.)

58 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 24 versenyz6: And6 Angelika, Baran Zsuzsanna,
Beke Csongor, Borbényi Marton, Dedk Bence, Géaspéar Attila, Gyé&rity Agoston, Imolay
Andrés, Kerekes Anna, Kocsis Julia, Kovics Benedek, Kévari Péter Viktor, Marton
Dénes, Matolcsi David, Pap Benedek, Simon Déniel Gabor, Szabd Kristéf, Szakdly
Marcell, Szemerédi Levente, Tiderenczl Déniel, Téth Viktor, Vanké Miléna, Varkonyi
Dorka, Zélomy Krist6f. 5 pontos 2, 4 pontos 1, 3 pontos 3, 2 pontos 12, 1 pontos 12,
0 pontos 4 dolgozat.

B. 4865. Egy hegyesszogti hdromszog a és b oldalai dltal bezdrt szég harmado-
loi f és g. Igazoljuk, hogy
f+yg 2
1 1°
2 aty

(6 pont)

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit, a C-bdl induld szogfelez6 hossza le-
gyen d, a haromszog belsd szogei o, 5 és . Irjuk fel ABC'A teriiletét kétféleképpen:

absiny

g = Tapc =Tapc +Teecp =

dbsin % adsin 1

2
2 + 2

Innen, felhasznalva hogy sin-y = 2sin % cos %,
kapjuk:

20 2 d
-1 1 -
a+b sS4y cosy
A Kkitiizottnél erésebb
2 d
(1) max{f,g} < T 1= 7
4y cosy

allitast fogjuk igazolni. Az FDC hiromszogben F<t = o+ /3 és Dt = 8+ /2,
igy a szinusz-tétel szerint

i_ sin(ﬂJr%) B sin(aJr%)

d sin(a—i—%) sin(oz—l—%).

Megmutatjuk, hogy ha 0 < o,y < 7/2 és a + v > m/2, akkor

sin (a + %) cos 1

2
sin (a—i—%) <l

(2)
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Ebbél, mivel f és g szerepe szimmetrikus, kovetkezik (1). ElSszor tegyiik fel, hogy
a + v = 7/2. Ekkor

Sin(a—i—%)cos% sin (%—%)cos’y COSQ%
sin(onr%) sin(g—%y) cos%'y
_1+COS’}/ 1+4CO 373CO g
= R 5T .
2COS? 4COS 3 2

Mivel 0 < /3 < /6, igy v/3/2 < cosv/3 < 1. Az x := cosy/3 jelolést bevezetve ez
a bizonyitandé allitas:

42 —3x + 1

5 <1 & 42° — 42 - 30 +3<0 & (v—1)42® -3) <0.

Ez pedig nyilvanvaléan teljesiil, mert x — 1 < 0 és 422 — 3 > 0, ezért a +v = 7/2
esetén (2)-t beldttuk.
Most rogzitsiik v-t, és legyen

sin (a + %) cos L

2
sin (a + %)

fla) =

Megmutatjuk, hogy f a [r/2 — ~, 7/2] intervallumon monoton csékken. Ehhez de-
rivéljuk f-et:

ol cos(a—&—%)sin(a—&—%)—sin(a—i—%)cos(a—l—%)

f(a) = cos = - =
2 in2 ol
Sin (a + 3)
cos % sin %

sin? (a + %)

A derivalt trividlisan negativ, igy f valéban monoton csékkend. Ebbél és az oo+ =
= 7/2 specidlis esetbél (2) és igy az allitas is kovetkezik.

Megjegyzések: 1. A (2) egyenlStlenséget derivalas nélkiil, trigonometrikus azonossa-
gok iigyes alkalmazasaval is igazolhatjuk. Erdemes azonban a bemutatott médszert észben
tartani, amikor egyenlStlenséget akarunk bizonyitani. Ha a derivalt eléjele trividlisan l4t-
szik, mint esetiinkben is, akkor biztosan megktnnyiti a szamoldst.

2. Honlapunkon taldlhaté a feladatra két elemi megoldas, amelyek nem hasznalnak
differencialszamitést.

18 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 11 versenyzo6: Beke Csongor, Borbényi Marton,
Csahdk Timea, Daréczi Sandor, Gaspar Attila, Imolay Andrds, Kerekes Anna, K&vari
Péter Viktor, Németh 123 Baldzs, Szab6 Kristéf, Toth Viktor. 5 pontos 1, 4 pontos 1,
2 pontos 4, 0 pontos 1 dolgozat.
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B. 4868. Az ABC hdromszigben AC < AB, és az AF sulyvonal az A-ndl
lévd szdget 1 : 2 ardnyban osztja. A B-ben AB-re dllitott merdleges az AF egyenest
D-ben metszi. Mutassuk meg, hogy AD = 2AC.

(3 pont)

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jelolé-
seit. Irjuk fel a szinusz-tételt az ABF, illetve
az AFC haromszogekben:

AB  sinn
BF  sinp’

AC _ sin(180° —n)

CF  sin2u
Tovabba definicié szerint az ABD de-
rékszogli  hdromszogben cospu = AB/AD.

Felhasznalva, hogy BF = FC, valamint
a sin 2p = 2sin p cos p azonossagot a kovetkezdket kapjuk:

AC = CF = prp="Mipp 1 AB _AD

sin(180° — ) sinn

sin 2u ~ 2sin pcos p sin p QCos,u:2cosu: 2
Ezt akartuk bizonyitani.
53 dolgozat érkezett. 3 pontos 48, 2 pontos 1, 1 pontos 2, 0 pontos 2 dolgozat.

B. 4884. Legaldbb mekkora egy olyan hdromszognek a teriilete, mely magdba
foglal eqy eqységnégyzetet?

(6 pont) Javasolta: Bogdr Péter (Békéscsaba)

Megoldas. A minimélis teriileti haromszog minden oldala biztosan tar-
talmazza a négyzetnek legaldbb egy pontjat, kiilonben a megfelel6 oldalegyenest
a négyzet irdnyaba parhuzamosan eltolhatnank, amivel a haromszog teriiletét csok-
kentenénk. Viladgos, hogy ha a hiaromszog egyik oldala tartalmazza a négyzet egy
oldalanak egy belsé pontjat, akkor az egész oldalt is tartalmazza (mivel a hdromszog
tartalmazza a négyzetet), ezért feltehetjiik, hogy a minimdlis teriileti hdromszog
minden oldala biztosan tartalmazza a négyzetnek legalabb egy cstcsat. Ha két ol-
dal ugyanazt a négyzetcsicsot tartalmazza, akkor a hiaromszognek és négyzetnek
van egy kozos csucsa. E k6zos cstcs koriil a haromszog illeszked6 oldalait elforgat-
hatjuk, hogy rendre egybeessenek a négyzet oldalaival, ezzel a haromszog teriiletét
nem noveljiik.

Osszességében azt kaptuk, hogy az dbra altalanos érvényfi azzal a kiegészités-
sel, hogy a CPF(Q négyszog esetleg szakasszd vagy ponttd fajulhat (s ezzel egyiitt
az AT1G és BTy F hiromszogek is elfajulhatnak természetesen), ezek azonban gon-
dolatmenetiinket érdemben nem befolyasoljak. Hasznaljuk tehat az dbra jeloléseit,
tovabba legyen DTy = a, ATy = x; DTy =0 és BTy =y. Ekkor GT; =1 —a és
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P
G (1-a)/zy| (1=b)/y
A . 1—a F Q
x T
a
b 1-b
D Ty > E
Yy
B

ET, =1—0. A szogeik egyenlésége miatt ATiGA ~ GFPA és BIbEN ~ EFQA
teljesiil, amib8l PF = (1 —a)/x és FQ = (1 — b)/y adddik. Tovdbbd

ADTY A\ ~ DBT, A

miatt ab = xy is teljesiill. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy
z/a < 1. (Kilénben y/b < 1, és a szerepek szimmetrikusak.)

Becsiiljiik alulrdl az ABC haromszog T teriiletét:

(1) T>T—-Trqocp =Tperc +Tapc +TeeEp +Trpc +TorE =

1— 1-b 1— 1-b

PR e e A e e

N 2 2 2 2 2 '

Vegyiik észre, hogy
l1-a 1-b 1—2zy 1 a 1 1 b 1 a x
+ - =———+4-—-—- +m:x+——(— —)2&

T Y Y r r Yy oy y T T a

ugyanis a feltevés szerint a < 1, s gy = < % < 1 teljesiil, tovdbbd az f(t) =t+ 1/t
fiiggvény a (0, 1] intervallumon monoton csokken. Ebbél, folytatva (1)-et, tovdbb
becstilhetjiik alulrdl T-t:

l1—zy

T>1+$+y+ Yy -1+ >1+2—2
= 2T 2 7 PR

Egyenléség csak akkor allhat, ha Trgcp =0, azaz a négyzet egyik oldala
illeszkedik a hdaromszog valamely oldaldra (a négyzet maradék két csticsa pedig
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a hdromszog mésik két oldaldn van). Egyszer(i szamoldssal meggy6zédhetiink réla,
hogy ilyenkor valéban T = 2.

Tehat egy egységnégyzetet magaban foglalé haromszog teriilete legaldbb 2 te-
riilletegység.

Dardéczi Sindor (Nyiregyhaza, Kriady Gyula Gimn., 11. évf.)

36 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 16 versenyzd: Baran Zsuzsanna, )Daréczi

Sandor, Dobrontei David Bence, Fiilop Anna Técia, Gaspar Attila, Gy6rfly Agoston,

Imolay Andrés, Kerekes Anna, K&vari Péter Viktor, Lakatos Addm, Scheidler Barnabaés,

Sulén Addm, Szabé 417 Dévid, Tiderenczl Déniel, Téth Viktor, Weisz Maté. 5 pontos 3,
4 pontos 6, 3 pontos 6, 2 pontos 4, 1 pontos 1 dolgozat.

B. 4894. Hét rablo a zsikmdnyolt aranytallérokat ugy osztja el, hogy névsor
szerint haladva annyit vesznek el, amennyi a még nem szétosztott aranytallérok
szamaban a szamjegyek osszege. Két teljes kor utdn az arany elfogy. Mindenkinek
ugyanannyi jutott, csak a vezérnek lett tobb. Hdnyadik volt a vezér a névsorban?

(4 pont) Matlap (Kolozsvér)

Megoldas. Miutan az elsé rablo elvesz annyi aranytallért, amennyi a zsakma-
nyolt aranytallérok szdméaban a szamjegyek Osszege, a megmaradt tallérok szama
biztosan oszthato lesz 9-cel, hiszen a 9-cel valé oszthatdsagi szabdly alapjan a szam-
jegyek Osszegének 9-es maradéka ugyanannyi, mint a szam 9-es maradéka.

Még 13-szor veszik el egy 9-cel oszthatd Gsszegb6l mindig az Osszeg szam-
jegyeinek Osszegét, ami szintén oszthato 9-cel, tehat minden 1épésben 9-cel oszthatd
szam marad.

Mivel a tallérok elfogynak, az utolsé 1épésben elvett tallérok szama csak egy-
jegyu, 9-cel oszthatd szam lehet, mert a ketté vagy tobbjegyt szamok nagyobbak
szamjegyeik Osszegénél. Tehat a 14-dik 1épésben elvett tallérok szama 9.

Mivel 14-szer vesznek el az aranybol és ebbol 13-szor biztosan a 9 tobbszorosét,
a kiindulasi szdm biztosan nagyobb, mint 100.

Nézziik azt esetet, amikor az aranyak szama még haromjegyti, egy rablo elveszi
a szamjegyek Osszegét és a maradék aranyak szama mar csak kétjegyl lesz:

abc — (a+ b+ c) = 99a + 9b.

Mivel a > 0, ezért ez a szam csak akkor kétjegyii, ha a = 1 és b = 0. Tehat valamikor
az elvételek soran az aranyak szama 99 lesz.

Ezutan a kovetkez6 moédon fog fogyni az arany:

a tallérok szama 99 | 81 | 72 | 63 | 54 | 45 | 36 | 27 | 18 | 9 | O

a tallérok szamaban
a szamjegyek Osszege | 18 | 9 9 9 9 9 9 9 91910

Ez 6sszesen 10 1épés, tehat az 5. rabld volt az, aki 99 tallérbol 18-at vett el. A feladat
szOovege szerint a vezéren kiviil mindenkinek ugyanannyi jut, tehdt ok mindkét
alkalommal 9-9 aranyat vettek. Ezt felhasznalva az els6 6t tallér elvétel igy alakul:
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a tallérok szama 135 | 126 | 117 | 108 | 99 | 81
a tallérok szamdaban a szdmjegyek Osszege 9 9 9 9 181 9

Tehat a vezér az 5. volt a névsorban.

Marké Anna Erzsébet (Révkomarom, Selye Janos Gimndzium, 11. évf.) és
Vida Tamds (Gy6r, Kazinczy F. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

221 dolgozat érkezett. 4 pontos 109, 3 pontos 63, 2 pontos 19, 1 pontos 26, 0 pon-
tos 4 dolgozat.

2n
B. 4905. Legyen ay > az = a3 > ... = dan—1 = a2, = 0, dlletve Y a; = 1. Iga-

zoljuk, hogy =1

aias + 3asay + basag + ... + (2n — 1)ag, 102, <

| =

Mikor teljesiil egyenléség?
(4 pont)

Megoldas. Ha valamilyen k < n-re agx_1 =0, akkor asy_1 =agx =... =
= agp_1 = a2, = 0, és ugyanolyan feltételek mellett feladatként a bizonyitandd
egyenl6tlenség n =k — 1 esetét kapjuk. Ha pedig asx_1 > 0 = agy, akkor hason-
l6an elég n = k — 1-re igazolni az allitast. Ezért az egyenl6tlenség bizonyitasa soran
feltessziik, hogy aay,, és igy valamennyi a; pozitiv.

A feltételek szerint minden ¢t > k-ra ao;_1a9; < aop_10a0k, azaz

A2¢—102¢ K /Aok 102502t _102¢;

t—1

(2t — 1)age—1a9: < age—1a9¢ + 2 g Va2k—102102¢—102¢.
k=1

A kapott egyenlétlenségeket 6sszeadva:

Z (2t — agi—1a9 <

t=1

aot_1a2¢ + 2 E a2k _1G2k+/A2t_102¢ =

n
=1 1<k<t<n

~

n 2
= < \/a%—la2b> .
b=1

Az utébbi dsszeg mindegyik tagjira a (kéttagi) szdmtani és mértani kozép kozti
egyenl6tlenséget felirva:

n 2 n 2
agp—1 + ag 1
(Svam) < (L =2) =1

b=1
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Egyenloséget akkor kapunk, ha valamennyi as;_1a9: < Gok_1a0k €8 (/G2p_102p <
< w becslésiinkben egyenléség all. Elébbieknél ez (a; > 0 miatt) ag—1 =
= agk—1 68 agy = ag, (minden k < t-re), utébbiakndl pedig agp—1 = agp esetén
(minden b-re) teljesiil, vagyis a3 = as = ... = ag,-re. Az &ltaldnos esetben tehdt
az egyenlOség teljesiilésének sziikséges és elégséges feltétele

1
a1:a2:...:a2n:%, vagy
1
alzagz...:a%:%, A2p4+1 = A2yp42 = ... =0, valamely 1< v < n-re.

Kupds Vendel Péter (Gyongyosi Berze Nagy Jénos Gimn., 12. évf.)

70 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 10 versenyzd: Bukva Dévid, Fiil6p Anna
Téacia, Gaspar Attila, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Kovics Tamas, Kupds Vendel
Péter, Nagy Nandor, Terjék Andras Joézsef, Weisz Maté. 3 pontos 25, 2 pontos 8,
1 pontos 21, 0 pontos 6 dolgozat.

B. 4906. Az ABCD konvex négyszog BC és CD oldalainak felezépontja
rendre E és F. Az AFE, EF és AF szakaszok a négysziget négy olyan hdrom-
szogre bontjdk, melyek terileteinek mérdszima négy egymdst kovetd egész szam.
Legfeljebb mekkora lehet az ABD hdromszdg teriilete?

(5 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhdza)

Megoldas. Hasznéljuk az 1. dbrdt. Legyenek az ABE, AEF, AFD, FEC
haromszogek teriileteinek mérdszamai (nem feltétleniil ebben a sorrendben) az n,
n+ 1, n+ 2, n + 3 pozitiv egész szamok. Ekkor Tapcp = 4n + 6. Mivel Tapcp =
=Tapp + Tecp, emiatt T4pp pontosan akkor maximélis, ha Tpop minimélis.

Masfel6l a BC'D haromszogben EF a BD-vel parhuzamos kézépvonal, emiatt
a BCD haromszog hasonlé az ECF hiromszoghoz. A hasonlésdg ardnya 2, igy
a haromszogek teriileteire Tgop = 4 - Tror teljesiil.

Mivel Tpcr az n, n+ 1, n+ 2, n+ 3 szamokbdl kerill ki, ezért Tgop ak-

kor a legkisebb, ha Tgrcp =n, és ekkor Tgep =4 - Tror = 4n. Ekkor Tapp =
=Tapcp —Teep = (4n+6) — 4n = 6.

D
I c

1. dbra
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Vagyis az ABD héaromszog teriiletének leheto legnagyobb értéke 6 teriilet-
egység.

Meg kell még mutatnunk, hogy létezik megfelel6 ABC D négyszog. Ehhez né-
hény példa a bekiildott jé konstrukeiok koziil. (Sajnos a bekiilditt megolddsok jelen-
tds részében ezt elfelejtették megmutatni, ezért a viszonylag sok 4 pontos dolgozat.)

1. példa: Legyen ABC D olyan trapéz, melynek alapjai AB = 6, illetve CD = 4
és az alapokhoz tartozé magassiga 2 (2. dbra). Ekkor Tapp = 6; Tapcp = 10,
Tape =3, Tarp =2 és Tepcr = 1, amibél Tygr = 10 — (3 + 2+ 1) =4.

2. példa: Most ABC'D olyan trapéz, melynek alapjai BC = 4, illetve AD =3
és az alapokhoz tartozé magassiga 3 (3. dbra). Ekkor Tapp = 6; Tapcp = 14,
TABE = 4, TAFD =3¢és TECF = 2, amibdl TAEF =14 — (4 + 3+ 2) = 5.

(Tobb példa voltaképpen ezen a két dbrdn alapult; az alapokat felezve, két-
szerezve, vagy \/2-vel osztva, mig a magassdgot pont forditva alakitva: dupldzva,
felezve, illetve /2-vel szorozva.)

A 3 D

E\‘

Fiy

B 4 F C
3. dbra 4. abra

3. példa: Az utolsé példank (bar AB itt is parhuzamos C D-vel) arra épit, hogy
a négyszog atloi merdlegesek egymasra. Legyen ABC D olyan négyszog, melynek
atl6i merdlegesen metszik egymast az M pontban,

AM:65£, CM:45£, BM =3V2 é DM =2v2

hosszu (4. dbra). Ekkor

Tapc  3V2: (%ﬁ + %5)

T = = =3
ABE 2 2.9 )
6vV2 |, 4V2
Tacp V2 (2 +57)
Tarp = 5 = 5.5 =2,

mig

T _ Tpep (2\/5"'3\/5)'%5 _
perT Ty T 2.4 =1

220 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/



=10, innen Tapp=10—(3+2+1)=4.

v2+3v) o
2

Gydrffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.),

Lukdcs Lilla Réka (Budapest, Szent Istvdn Gimn., 11. évf.),

Olosz Adél (Pécs, PTE Gyak. Alt. Isk., Gimn. és Szakgimn., 11. évf.) és
Schrettner Jakab (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Tapp = =6.

Osszesen 101 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 44 versenyzd, 4 pontos 48, 3 pontos 6,
2 pontos tovabbi 3 tanulé dolgozata.

B. 4908. Legyen C az AB dtmérdji korvonal tetszdleges pontja. A C pont
merdleges vetilete az AB szakaszra legyen T. Rajzoljuk meg a C kozépponti, T-n
datmend kort és a két kor metszéspontjai legyenek P és Q. Bizonyitsuk be, hogy a PQ
egyenes felezi a C'T szakaszt.

(4 pont) (Kvant)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra je-
161éseit. Tudjuk, hogy olyan kor inverz
képe, amely atmegy az alapkor kozép-
pontjan, egyenes lesz. A k; kor dtmegy
a ko kor kozéppontjan valamint P és
@ pontjain, igy a ki kor ks korre vett
inverz képe a PQ) = e egyenes lesz.

Tiikrozziikk a C pontot az AB egye-
nesre, legyen a tiikorkép C;. Ekkor
CCy =2CT.

Invertaljuk a C; pontot a ko korre.
Mivel Cy rajta van a kg kor CT sugard-
nak meghosszabbitasan, igy képe a CT
sugarra esik. Mivel rajta van a ki ko-
ron is, ezért képének rajta kell lenni
az e egyenesen, mert ez a ki kor inverz
képe. Tehat a C7 pont inverz képe a CT sugédr és az e egyenes metszéspontja,
M lesz.

Az inverzi6 tulajdonsagai miatt:

|CM|-|CCy| = |CT,

C1

icT* o1 |CT)|
lccy|  2leT| 2

[CM]| =
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Tehat az M pont, és igy a PQ egyenes felezi a C'T szakaszt.

Hervay Bence (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.) és
Velkey Vince (Budapest, Piarista Gimndzium, 12. évf.)
megoldasa alapjan

62 dolgozat érkezett. 4 pontos 50, 3 pontos 3, 2 pontos 1, 1 pontos 3, 0 pontos 5 dol-
gozat.

B. 4911. Egy 8 x 8-as sakktdbldra bdbukat helyeztink gy, hogy minden sorba
és minden oszlopba is pdratlan szdamiu babu kerilt. Bizonyitsuk be, hogy a sitét
mezdkon dsszesen pdros sok bdabu all.

(5 pont)

I. megoldas. A sakktdblanak ez a tulajdonsdga nem véltozik, ha a tabla két
oszlopédt vagy sorat (a rajtuk &ll6 bédbukkal egyiitt) megcseréljiik, hiszen oszlop-
cserénél az oszlopokban nyilvan megmarad ez a tulajdonsag, a sorokban meg csak
annyi tortént, hogy adott soron beliil kicseréltiink két mezot, igy a paritds szintén
nem valtozik. Ugyanez a helyzet sorcserénél is.

Tehat szabadon cserélgethetjiik az oszlopokat és a sorokat, az emlitett tulaj-
donsdgon ez nem fog valtoztatni. Szamozzuk meg az eredeti sakktablan a sorokat
fentrdl lefele si, s2, s3, sS4, S5, Sg, S7 és sg jeloléssel, az oszlopokat pedig balrdl
jobbra o1, 02, 03, 04, 05, 0g, 07 és og jeloléssel. Cserélgessiik gy a sorokat, hogy
utdna a sorrend si1, s3, S5, S7, S2, S4, Sg, Sg legyen, az oszlopokat pedig tgy, hogy
a sorrendjiik o1, 03, 05, 07, 02, 04, 0g, 0g legyen. Ekkor ugy fog kinézni a tabla, hogy
négy 4 x 4-es négyzetre lesz felosztva, amelyek koziil ketté atellenes csupa fekete,
a méasik ketté meg fehér mezdkbdl all. Erre tehat ugyanigy teljesiilnek a fenti fel-
tételek, vagyis, hogy minden oszlopban és sorban péaratlan szdmu mezon all babu.
Nézziik az egyik 4 x 8-as téglalapot, amelynek sorai s1, s3, s5 és s7. Ebben 6sszesen
négy sor van, mindben paratlan darab babu, azaz 6sszesen paros darab van, tehat
ha a 4 x 4-es fekete részen Osszesen paros darab babu &ll, akkor a 4 x 4-es fehér
részen is, ha pedig paratlan, akkor a fehéren is, vagyis ugyanaz a paritdsa a felso
két 4 x 4-es négyzetben 1év6 babuk szaméanak. Ugyanigy lathaté, hogy a jobb felsd
4 X 4-es fehér, és a jobb alsé 4 x 4-es fekete négyzetben 1év6 babuk szaménak is
ugyanaz a paritdsa, azaz a két fekete résznek is meg fog egyezni. Ez pedig azt
jelenti, hogy benniik 6sszesen paros szamu babu van, és éppen ezt akartuk belatni.

Csizmadia Viktoria (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

I1. megoldas. Mivel minden sorban paratlan szamu bdbu van, 6sszesen péaros
babu van a tabldn (mivel szdmuk nyolc paratlan szdm Osszege).

Egy sakktablan azoknak a mezdknek ugyanolyan a szine, ahol a sor és az oszlop
(amelyben a mez& van) sorszamdanak sszege ugyanolyan paritdsi. Tegyiik fel, hogy
akkor vildgos az adott mez8, ha ez a szdm péros (forditott esetben a lenti bizonyités
azt adja meg, hogy paros szamu babu all vilagos mezokon, de ebbdl kovetkezik, hogy
sotéten is).

Vegyiik az alabbi 6sszeget: minden péaros szamu sornak és oszlopnak vessziik
a benniik szereplé babuk szdmat, majd ezt a nyolc szdmot Osszeadjuk. Az Osszeg
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(mivel mindegyik tagja péaratlan és nyolc tagja van) pdros. Ebben az dsszegben
kétszer szdmoltuk azokat a mezdket, ahol a sor és az oszlop szdma is paros (ezek
vildgosak), {gy ez nem véltoztat az 6sszeg paritdsdn. Egyszer sem szdmoltuk azokat,
amelyeknél a sor és az oszlop szdma is paratlan, igy ezek sem valtoztatnak a pari-
tason (ezek a mez6k is vildgosak). Egyszer szdmoltuk azokat, ahol vagy a sor, vagy

az oszlop sorszdma pédros, de nem mindkett6é (ezek a sotét mezok). fgy ezeknek
a szama hatarozza meg az 0sszeg paritasat. Ha az ezeken a mezokon allé babukbdl
paratlan sok lenne, az 6sszeg is paratlan lenne, ami ellentmondas. fgy bizonyitottuk
az allitast, paros sok babu all a sotét mezékon.

Molndr Bdlint (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

III. megoldéas. Tudjuk, hogy lehet a babuknak olyan elhelyezkedése, amikor
paros sok babu van a sotét mezdkon. Ha példaul csak a féatlora tesziink nyolc
darab babut, akkor a sotét mezdkoén nulla darab babu lesz. Ekkor minden sorban
és oszlopban egy babu all.

Ahhoz, hogy egy masik j6 elhelyezkedést megkapjunk, egy vagy tobb récstég-
lalap cstucsdban lev6 mezoket kell ,megvaltoztatni”. Egy mez&t megvaltoztatni azt
jelenti, hogy, ha eddig volt ott babu, akkor levessziik, ha eddig nem volt, akkor meg
feltesziink egyet. Ez azért igaz, mert minden sorban és oszlopban péros sok mezét
kell megvaltoztatunk, és ezt csak igy lehet megtenni. Nyilvan, ha egy lépésben
kétszer valtoztatunk meg egy mezo6t, akkor ugyanolyan marad.

Egy racstéglalap mindenképpen paros sok s6tét mezot tartalmaz, hiszen, ha
az ,als6” két mez6 kiilonbozd, akkor a ,fels6” kettd is, ha pedig azonosak, akkor
a ,felsd” kett6 is azonos. igy egy lépésben egy péaros szammal valtozik a lefedett
sotét mezok szama.

Ezekkel a 1épésekkel minden lehetséges babu-elhelyezkedést meg tudunk kapni,
hiszen minden sorban és oszlopban akar 7 mezot is beallithatunk tetszolegesen, a 8.
pedig ezektdl fligg.

Ha a kiinduldsnal paros sok sotét mezon allt babu, és minden lépésben paros
sokat valtoztattunk meg, akkor mindig paros sok ilyen mez6 lesz.

Virkonyi Zsombor (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évt.)

105 dolgozat érkezett. 5 pontos 64, 4 pontos 5, 3 pontos 3, 2 pontos 15, 1 pontos 9,
0 pontos 9 dolgozat.

B. 4918. Mutassuk meg, hogy M darab (M > 2) térbeli eqységuektorbdl ki lehet
vdlasztani M — 1 olyat, amelyek 0sszegének hossza legaldbb egységnyi.

(5 pont)

Megoldas. Az adott egységvektorok legyenek vq, ..., v, az O origd kozép-
ponti egységnyi sugari gombot jelolje B. Legyen P az a pont, aminek helyvektora
S =vVy + ...+ v; tovabba a P kozépponti egységgdmbot jeldlje G.

Vildgos, hogy ha a vy,..., vy vektorok koziil egyet elhagyunk, akkor a mara-
dék osszege az origdbdl valahova G felszinére mutat. Ezért ha G felszine nem metsz
bele B belsejébe, akkor barmely M — 1 vektort kivalaszthatjuk, ezek Gsszege ,.ki-
mutat B-b6l”, igy legalabb egységnyi hosszisdagi. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy
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G és B egy korben metszik egymdst, amely nyilvan illeszkedik az OP szakasz S
felezémeroleges sikjara.

Vetitsiik le a vq, ..., vy vektorokat az OP egyenesre, és tekintsiik a vetiiletek
elojeles hosszat: ha a vetiiletvektor s-sel egyallast, akkor a hosszat pozitivnak
tekintjiik, egyébként negativnak. Mivel
a vektorok Osszege éppen s, azért a ve-
tiiletek eljeles hosszdnak Osszege |s|.
fgy van olyan vektor, mondjuk wvq,
amely vetiiletének el6jeles hossza leg-
feljebb |s|/2. Ez geometriailag ponto-
san azt jelenti, hogy vy az origébdl egy
olyan A pontba mutat, amely az S-nek
az origbt tartalmazé zart félterébe esik.
Messiik el a G és B gomboket az AOP
sikkal, igy kapjuk az dbrdt.

Legyen az A pontnak az OP szakasz F felez6pontjara vett tiikorképe A’. Ekkor

- - -

PA = —vq, ezért OA' = O?—l—PA’ =s—vVy =vVg+...+vmM, azaz M — 1 darab
adott vektor Osszege. A tiikrozés miatt az S sik elvdlasztja az O és A’ pontokat
(esetleg A’ € S), valamint A’ illeszkedik G felszinére, ezért — ahogyan az az dbrardl

. —
leolvashaté — A’ nem lehet a B gémb belsejében. Igy |OA’| > 1, és a bizonyi{tést
befejeztiik.

Zsigri Bdlint (Budapest, Szent Istvdn Gimn., 11. évf.)

69 dolgozat érkezett. 5 pontos 36, 4 pontos 9, 3 pontos 7, 2 pontos 4, 1 pontos 3,
0 pontos 10 dolgozat.

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1476-1482.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1476. Igazoljuk, hogy az

(y — 6)2 y+3 4 xy
+x- x
3zy Y r 12

egyenlGtlenség minden pozitiv x, y valds szampérra teljestil.

C. 1477. Bizonyitsuk be, hogy ha az ABCD trapéz AD alapjan van olyan
E pont, amelyre az ABE, BCE és CDFE haromszogek keriilete egyenld, akkor
BC = $AD.
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Feladatok mindenkinek

C. 1478. Egy 37-tel oszthaté hatjegyli szam szamjegyei kiilonbozoek, és nem
szerepel kozottiikk a 0. Mutassuk meg, hogy a szadmjegyek sorrendjét cserélgetve
még legalabb hat 37-tel oszthat6 szamot kaphatunk.

C. 1479. Egy ABC héromszogben az AC oldal T bels6é pontjara TA = BC,
tovabba az AB oldal P belsé pontjara a CBP és PAT haromszogek egybevagoak.
A BC oldal @ bels6 pontjdra T'QQ nem parhuzamos AB-vel, és a BPQ haromszog
hasonlé a T'C'Q) haromszoghoz. Igazoljuk, hogy PT = QT.

C. 1480. Oldjuk meg az

23 —Tx+6 - 2v + 14
r—2 C or+2

egyenletet az egész szamok halmazan.
Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1481. Egy 2 sugaru korbe irt szabalyos nyolcszog csiicsait harom kiilonb6z6
moédon kotjiik 6ssze az dbra szerint: minden szomszédos, minden méasodszomszé-
dos, majd minden harmadszomszédos cstcsot. Igazoljuk, hogy a harom beirt kor
sugaranak szorzata 2.

C. 1482. Igazoljuk, hogy

3+2V2

2sinz + sin (2z)| < 5

%

Bekiildési hatarid6: 2018. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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A B pontversenyben kititizott feladatok
(4948-4956.)

B. 4948. Az n pozitiv egész szamot nevezziik darabosnak, ha van olyan prim-
osztéja, amely nagyobb /n-nél. Példdul a 2017 (primszdm), a 2018 = 2 - 1009 és
a 2022 = 2 - 3 - 337 darabosak, a 2023 = 7 - 172 nem az. Hény olyan darabos szdm
van, amelynek csak 30-nal kisebb primoszt6i vannak?

(3 pont) Javasolta: Réka Sdndor (Nyiregyhdza)
B. 4949. Az ABC hegyesszogli hdromszog B-bol, illetve C-bél indulé magas-
sdganak talppontja D, illetve E. Legyen P az AD, Q pedig az AFE szakasz olyan

belsé pontja, amelyre EDPQ hiurnégyszog. Mutassuk meg, hogy a BP és C(Q) sza-
kaszok az A-bdl induld sulyvonalon metszik egymaést.

(3 pont)
B. 4950. Jeloljiik F,-nel az n-edik Fibonacci-szdmot (Fy = Fr =1, F, 410 =
= Fhy1+ Fy), és definidljuk az ag,a1,as,... sorozatot a kovetkezd rekurzidval:

legyen ay = 2018, és minden k > 0-ra legyen ap1 = ax + F),, ahol F,, a legnagyobb
ax-nal kisebb Fibonacci-szdm. El6fordul-e az (ay) sorozatban Fibonacci-szdm?

(4 pont)

B. 4951. A V halmaz elemei olyan n-dimenzids vektorok (rendezett szdm
n-esek), amelyek minden koordinatdja —1, 0 vagy 1. Semelyik hdrom kiilénbozé
V-beli vektor dsszege nem a nullvektor. Mutassuk meg, hogy |V| < 2-3"~L

(4 pont)

B. 4952. At lehet-e darabolni véges sok egyenes vagassal egy kockat két kisebb
egybevagd kockdba?

(5 pont) Javasolta: Gyenes Zoltdn (Budapest)

B. 4953. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 egész szamra

1 |2 n—1 3[4 n
1 S S — < V2 S a4y :
nn—l—\/g—i-\/g—i- +y/ — <\f+\/;+\/;+ /=

(5 pont) Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

B. 4954. Az ABC haromszog A csucsan keresztiil hizzunk egy BC-vel par-
huzamos ¢ egyenest. Az ¢ messe az ABC, illetve az ACB sz6g belsd szogfelezdjét
K-ban, illetve L-ben. A beirt kor BC-n levé érintési pontja D. Mutassuk meg,
hogy a koriilirt kor a KL szakasz Thalész-korét két pontban metszi, és ez a két
pont kollinedris D-vel.

(6 pont)
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B. 4955. Legyen n pozitiv egész. Nemnegativ egészekbol legfeljebb hany
(x1,y1,21), (T2,Y2, 22), . . . rendezett hdrmast lehet megadni tigy, hogy a kovetkezd
feltételek teljesiiljenek?

(1) Mindegyik i-re x; + y; + z; = n.

(2) Az x1,x9,... szdmok mind kiilénbozok, az y1,ye, ... szdmok mind kiilon-
bozdk, és a z1, 29, ... szamok is mind kiilénbozék.

Adjunk meg egy ilyen tulajdonsdgi, maximalis hosszisdgu sorozatot.

(6 pont) Javasolta: Erben Péter (Budapest)

B. 4956. Az ABCD tetraédert mindegyik csiicsabdl lekicsinyitettiik; igy kap-
tuk az AAyA Ay, BoBB.By, C,C,CCy és D,D,D.D kisebb tetraédereket, amelyek
koziil semelyik kettének nincs koézos pontja. Bizonyitsuk be, hogy az A, B.CyD,,
AdeDcCa, AchBdDa, ACCdDbBa, AdDbBcCa és AdDCCbBa tetraéderek tér-
fogata egyenl6.

(6 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

%

Bekiildési hatarid6: 2018. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(722-724.)

A. 722. A Hawking Urtérsaszig a Lokalis Galaxiscsoport n élheté bolygdja
kozott n — 1 darab rogzitett drd jaratot iizemeltet (az &r oda és vissza mindig
megegyezik). Tudjuk, hogy e jaratokkal barmelyik élheté bolygérdl béarmelyik élhetd
bolygéra el lehet jutni.

Az Urtérsaség kozpontjanak faldan egy jol lathaté tabla talalhatd, melyen
egy arckép mellett fel van tiintetve barmely két kiilonb6z6 élheté bolygéhoz az
Oket 6sszekot6 legolesébb jaratsorozat ara. Tegyiik fel, hogy ezen a tablan éppen
az 1,2,..., (g) egységnyi pénzmennyiségek szerepelnek valamilyen sorrendben. Iga-
zoljuk, hogy n vagy n — 2 négyzetszam.
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A. 723. Legyen f: R — R olyan folytonos fiiggvény, melyre barmely = valds
szam esetén létezik a

g(z) :fl}lﬁ) f(x+h)—2J;L(2x)+f(x_h)

hatérérték. Mutassuk meg, hogy ha g(z) konstans, akkor f(z) legfeljebb mésodfoku
polinomfiiggvény.

A. 724. Az ABCD tetraéder belsejében gy helyezkedik el a G gémb, hogy
érinti az ABD, ACD és BCD lapokat, de nincs kozos pontja az ABC sikkal.
Legyen E az a pont a tetraéder belsejében, amelyre G érinti az ABE, ACE és
BCE sikokat is. A DE egyenes dofje az ABC lapot F-ben, és legyen L a G gombnek
az ABC sikhoz legkozelebbi pontja. Mutassuk meg, hogy az F'L szakasz dtmegy
az ABCFE tetraéderbe irt gomb koézéppontjan.

Bekiildési hatarid6: 2018. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

ES

Informatikabdl kitiizott feladatok

I. 454. A szélanc kedvelt nyelvi jaték. A jaték sordn ugy kell szavakat egy-
mas utdn mondani, hogy az el6z6 szd utolsé betlijével kezdddjon a kovetkezd szé.
Ebben a feladatban egy kész szélanc Osszekevert szavait kell a jaték szabdlyainak
megfelel6en djra sorrendbe allitani.

Készitsiink programot 1454 néven, amely a bemeneten megadott N sz6 mind-
egyikét felhaszndlva a szélancot eldallitja. Minden szé a szélancban egyszer szere-
pelhet és kell is, hogy szerepeljen. Tobb lehetséges megoldas esetén elegendd egyet
megadni.

A program standard bemenetének els6 sordban a szavak N (2 < N < 500)
szamat és az ezt koveté N sorban a szavakat (ékezetmentesek és nagybetiisek) adjuk
meg. A program a standard kimenetre irja ki a szdélancot. A szavakat szdkozzel
elvalasztva sorolja fel.

Példa bemenet Példa kimenet
(a / jel sortérést jelol)
6 FIATAL LANKAD DURVA AJKAD DAGAD DAL
LANKAD / DAL / DURVA
FIATAL / AJKAD / DAGAD
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Bekiildend6 egy tomoritett 1454.zip allomanyban a program forraskédja és
rovid dokumentacidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithaté.

I. 455 (E). Mobiltelefon-eléfizetések szamét sorolja fel 2000 és 2015 kozott,
ezer lakosra megadva a kovetkez$ weboldal: https://www.ksh.hu/docs/hun/
xstadat/xstadat_eves/i_int074.html (utolsé letoltés: 2018. janudr 6.). A fel-
adat ezen adatok feldolgozasa lesz tablazatkezel6 program segitségével.

1. Toltsiik be amobilelofizetesek.txt szovegfijlt a tablazatkezel6 egy munka-
lapjara az Al-es cellatol kezd6dden. Munkénkat 1455 néven mentsiik el a tab-
lazatkezel alapértelmezett formatumaban.

2. Vizsgaljuk meg orszagonként, hogy egyik évrdl a kovetkezore, hany ezer f6vel
nott a felhaszndldk szama. Ennek fliggvényében adjuk meg, hogy az adott
orszagban mekkora volt az atlagos novekedés. Végiil az U oszlop egy celldjaban
hatarozzuk meg, hogy az tsszes orszagot figyelembe véve mekkora az atlagos
évenkénti novekedés.

3. Az R oszlopban adjuk meg szizalékban kifejezve, hogy mennyi az adott orszag
éves novekedésének atlaga az Gsszes orszag atlagahoz viszonyitva.

4. Az U oszlop egy celldjaban hatarozzuk meg, hogy melyik az az orszdg, ahol
a legnagyobb eltérés mutatkozott a felhaszndlék szama kozott valamely két
egymast koveto évet viszonyitva egymashoz.

A B = D E F G H 1 J K L M N [} P Q R s T u v w
Mobiltelefon-eldfizetések szdma (2000-2015)
1 (ezer lakosra)
2 Orszag 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 atlag

22 |India

23 |irorszag

24 |1zrael

25 |Japan

26 Kanada

27 |Kina

28 |Koreai Koztarsasag
29 |Lengyelorszag
30 |Lettorszag

31 |Litvnia

32 |Luxemburg
33 |Macedénia
34 |Magyarorszag
35 Milta

36 Mexiké

37 Németorszag
38 |Norvégia

39 |Olaszorszag
40 |Oroszorszag
41 Portugdlia

42 |Romdnia

43 Spanyolorszag
44 Svéjc

45 |Svédorszdg 1040 155 %

46 |Szerbia .- o - e 815 1045 1198 1244 1253 1302 1178 1194 1221 24%
47 |szlovékia 231 399 543 683 793 842 907 1123 1019 1013 1090 1100 1119 1139 1223 4%

6 12 31 47 80 145 202 295 441 624 732 699 708 745 788 3%
768 762 873 945 1027 1110 1159 1160 1067 1052 1085 1096 1055 1051 1037|-32%
257 1 13%5)-2°%

1%
)| 2%
£

WA Ledd 1317 117 243 LIRS 1364 4 2A0 L0 10T

-ud

Osszes atlag

Magyarorszag hanyadik|
Varhat6 év:
071

Leggyakrabban egyez6
Errgpar G- 22

i6-23

41 iz

5. Az U oszlop egy djabb celldjaban adjuk meg, hogy Magyarorszag — a 2015-6s
évet figyelembe véve — hanyadik volt a mobiltelefon-elofizetéssel rendelkezék
szamanak rangsoraban.

6. Az el6z6 eredmények alatt egy 1j cellaban hatdrozzuk meg, hogy varhatéan me-
lyik lesz az az év, amikor minden orszag eléri az 1 millié elofizet6t, ha az adatok
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az eddigi orszdgonkénti novekedést kovetik (tételezziik fel, hogy az eléfizeté-
sek szama fiiggetlen a népességtol, és a népesség meghaladja az 1 millié fot
mindegyik orszdgban).

7. Feltételes formazast hasznalva jeloljiik vilagoskék szinnel és félkovér stilussal
az évenkénti magyarorszagi értékeket és az adott évben a magyarorszagi érték-
kel egyez6 értékeket. A magyarorszagi értékhez legkozelebb esé, nala nagyobb
szamértéket jeloljik félkovér, dolt betlistilussal és pirosan kitoltott cellaval,
az annal kisebb, hozza legkozelebb es6 értéket félkovér stilussal, piros kitoltés-
sel.

8. A 6. pont eredményét tartalmazé cella alatt
hatarozzuk meg, hogy melyik az az or-
783 szag, vagy orszagok, amik a leggyakrabban
voltak a magyarorszagi értékek kozelében

e az Osszes évet tekintve.

9. Készitslink diagramot kiilon diagram ti-

P pusu munkalapra, ahol abrazoljuk a ma-

gyarorszagi, és a hozzd legkozelebb allo

487 két orszag értékeit az évek fiiggvényében
a minta alapjan.

L 10. A diagramot és a tébldzatot a minta alap-
jan formazzuk gy, hogy a tablazat elsé két
® sora mindig lathat6 legyen.

Bekiildendo egy tomoritett 1455.zip dllomanyban a megoldast add tablazat-
kezelé munkafiizet és egy rovid dokumentacié, amely megadja a felhasznalt tabla-
zatkel6 nevét és verzidjat.

I. 456. A képek tdroldsara igen sokféle fajltipus alakult ki a taroldsmdéddal,
a méretekkel szembeni kiilonbozé elvarasok miatt. A szoveges mddon tarolt, t6-
morités nélkiili képek nagyméretii fajlokat eredményeznek. Szerkezetiik egyszerii és
a legtobb képnézegeto, képszerkesztd képes megjeleniteni dket.

Készitsiink programot i456 néven, amely egy .pgm kiterjesztésli (portable
graymap format), 8-bites, sziirkedrnyalatos képet 4llit el6, amely egy arkhimédészi
spiralt abrazol. A kép négyzet alakd legyen és a spiral kozépen helyezkedjen el.
A hatteret allitsuk fehérre és a spirdl szinét, beliilrdl kifelé, menetenként feketétol
fokozatosan a vilagossziirkéig valtoztassuk.

A program standard bemenetének els§ sordban a négyzet alaki kép N (10 <
< N < 1000) oldalhosszat, a sziirkedrnyalatok K (1 < K < 255) szdmdt, mdsodik
sordban a spirdl meneteinek M (1 < M < 10) szdmat és L (1 < L < 10) vonalvas-
tagsdagat adjuk meg.

A program irja a standard kimenetre az el6éllitott pgm tipust képfajl szoveges
tartalmat, amelyet, ha fajlba irdanyitunk &t, akkor utdna képnézegetovel az abra
megtekintheto.
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Példa a bemenetre: Kimenet egy képnézetében

100 15
32

Ertékelés: a megoldas lényegét leird dokumentacié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelelé bemenetekre helyes
kimenetet ad. Részpontszam kaphaté arra a programra, amely vonalvastagsagot,
vagy szinatmenetet nem kezel.

Bekiildend6 egy tomoritett 1456.zip allomanyban a program forraskédja és
rovid dokumentéacidja, amely megadja, hogy a forrasallomany melyik fejlesztoi
kornyezetben fordithaté.

I/S. 26. Informatikusok a 21-es jaték egy médositott, digitalizalt valtozatdval
jatszanak. Nem kértydval, hanem szamitogép segitségével. A gép a jaték megkez-
désekor mindegyik jatékosnak el6allit egy 64 hosszu, 1 és 9 kozotti egészeket tartal-
mazo sorozatot — ezek lesznek egy-egy jatékos ,felhizhaté lapjai”. A jaték korokbél
all, melyek sordn minden jatékos ,huzhat” a neki sorsolt lapok koziil, vagy ,,dob-
hat” a kezében taldlhato lapok koziil. Fontos szabdly, hogy huzni vagy dobni csak
pontosan 1, 2, 4 vagy 8 szamu lapot szabad. A jatékos a dobdshoz barmely kartyala-
pokat kivalaszthatja a kezébdl, de hizni csak a szamsorozat sorrendben kovetkezd,
megfelel6 darabszamu lapjat szabad. A jatékosok kezdetben egy lappal sem rendel-
keznek. Az a jatékos gy6z, akinek elsOként lesz a kezében az adott kérben tortént
huzasa vagy dobésa utdn 21 a szamok osszege. A jaték soran a kézben tartott lapok
Osszege meghaladhatja a 21-et, ez nem jelent kiesést.

Természetesen minden jatékos vihetett magdval egy programozhatd eszkozt,
és annak segitségével is jatszhatott. Készitsiink olyan programot, amely a 64 egész
ismeretében meghatdrozza az egyes korokben a huzasok és dobasok stratégidjat
ugy, hogy a lehetd legkevesebb kort kelljen a jatékosnak jatszania a 21 eléréséhez.

A megoldast add program a standard bemenetrol olvassa be a 64 egész szamot,
majd irja ki a standard kimenet elsé soraba a 21 eléréséhez sziikséges legkevesebb
korok szamat, illetve a kovetkez6 sorokban a jatékos kezében 1évo kartyakat no-
vekv6 sorrendben. Amennyiben a 21 nem elérhet6 a 64-es sorozatbdl szabaly sze-
rinti huzasokkal és dobasokkal, akkor a kimenet csak egy 0 legyen. Amennyiben
azonos szamu kor, de kiilonb6z6 hiuzasok és dobasok esetén is elérhet6 a 21, akkor
barmelyik megoldés elfogadhato.

Példa:

Bemenet (nem teljes, de nem | Kimenet (a / jel sortorést jelol)
lényeges a tovabbi része)
23749845 33... 3/2/23479/23729

Ertékelés: a megoldas lényegét leiré dokumentacio 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes
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kimenetet ad 1 masodperc futasid6 alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely nem minden bemeneti értékek esetén ad helyes eredményt 1 méasodpercen
beliil.

Bekiildend6 egy is26.zip tomoritett allomédnyban a megoldast leiré doku-
mentacié és a program forraskddja.

S. 125. Egy bolygé felszinét teljesen lefedik a rajta taldlhaté orszagok, me-
lyeket egyméastél hatarvonalak valasztanak el. Minden orszag egy-egy Osszefiiggd
részén talalhat6 a bolygdnak. A hatarvonalak a bolygé feliiletén haladé gorbék, ta-
lalkozasi pontjaikban hatarvarosok taldlhaték. Egy-egy hatarvaros legaldbb ketto,
de akar tobb orszag hatdrvonalainak a taldlkozéasi pontja. Minden orszagnak leg-
aldbb két szomszédja, és legaldbb hdrom hatdrvérosa van. A hatdrvonalak a hatér-
varosokon kiviil nem keresztezik egymast, és hatdrvéros sincs mashol, csak hatar-
vonalak talalkozasanal.

Egy orszdg hatarvarosainak szaméat nevezziik az orszdg hatdrszdménak. Alla-
pitsuk meg, hogy mennyi a bolygdn az orszagok hatarszamanak maximuma.

A hatarvéarosokat pozitiv egész szamokkal, a hatdrvonalakat a megfelel6 hatar-
varosok szdmabodl képzett szamparokkal jeloljiik. A megoldast adé program a stan-
dard bemenet elsé sorabdl olvassa be a hatarvarosok V szamét, illetve a hatarvona-
lak L szamat, majd a kovetkezé L sor mindegyikébol egy-egy hatarvonalat megadé
szampart. A program irja a standard kimenetre a bolygén taldlhaté orszagok ha-
tarszamai koziil a legnagyobbat.

Példa:

Bemenet (a / jel sortérést jelsl) | Kimenet
6 10 5

4/ 24/
5/65

12/13/23/3
45/51/46/3

Korlatok: 4 <V < 1000.

Ertékelés: a megoldas lényegét leiré dokumentacié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korldtoknak megfeleld bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasid6 alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,

amely csak kisebb bemeneti értékek esetén ad helyes eredményt 1 méasodpercen
beliil.

Bekiildend6 egy s125.zip tomoritett allomédnyban a megoldast leiré doku-
mentacié és a program forraskddja.

g

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen télthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2018. majus 10.

*
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Gyakorlé feladatsor
emelt szinti fizika érettségire

Tesztfeladatok™*

1. Hanyszor van napfelkelte a Holdon egy (f61di) év alatt?
A) Kozelitbleg 365-szr; B) koriilbeliil 12-szer; C) egyszer sem.

2. Egy indulé mozdony kerekeire haté tapadési surlddasi er6

A) a kerék kozéppontjanak gyorsuldsival egy irdnyba mutat;

B) a kerék kozéppontjdnak gyorsuldsaval ellentétes irdnyba mutat;
() a sinre merdleges irdnyba mutat.

D) A fenti vélaszok egyike sem helyes.

3. Egyenl6 szart, derékszogli haromszog alapi hasdbbdl késziilt kettds lejtot
atfogdjaval az asztalra rogzitiink. Fondllal Osszekotott, m és 2m tomegl testet
teszlink a kettds lejto egy-egy lapjara, majd elengedjiik Oket.

Merre mozognak, ha a testek és a lejt6 kozott a csu-
szasi és a tapaddsi surlédasi tényezd egyarant p = 0,37

A) A 2m t6megii test mozog lefelé.

B) Az m tomegli test mozog lefelé.

(') Semerre sem mozognak.

4. Mikor tapasztaljuk a lebegés jelenségét? Ha a két rezgés

A) amplitidéja kozel azonos;

B) faziskiilonbsége allandd;

C) rezgésideje kozel azonos;

D) frekvencidja tobb nagysdgrenddel eltér egymastol.

5. Hol keringhetnek a geostaciondrius miiholdak?

A) Bérmelyik szélességi kor folott, tetszéleges magassiagban.

B) Bérmelyik hossziisdgi kor folott, 80 és 1000 km magassdg kozott.
C) Az Egyenlité 6lott, kb. 36 000 km magasan.

D) Az Egyenlitd folott, 80 és 1000 km kozotti magassdgban.

6. Egy m tomegi pici testbol és egy elhanyagolhaté tomegili fonalbdl ingét
készitiink. A felfiiggesztett ingdt vizszintes helyzetbe kitéritjiik, majd elengedjiik.
Mekkora szoget zar be a fonal a vizszintessel akkor, amikor éppen mg erd fesziti?

A) Koriilbeliil 19,5°;  B) 30°;  C) koriilbeliil 41,8°; D) 90°.

* A vélaszok koziil minden esetben pontosan egy a helyes.
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7. Az alabbi allitasok koziil vélasszuk ki az igazat!

A) Az idedlis gdzmodellben a részecskék egymadssal és az edény faldval rugal-
matlanul iitkoznek.

B) Az ideélis gdz normadl dllapoti, ha nyomdsa 101,3 kPa, térfogata 22,4 liter
és hémérséklete 273,15 K.

(') Ha egy pohér vizben isz6 témor jégkocka elolvad, a viz szintje nem véltozik.

D) Egy fémgyfir(it melegitve a lyuk dtmérdje csokken, mivel a gy{ir(i anyaga
minden irdnyban tagul.

8. Azonos térfogati, hémérsékleti és tomegii oxigéngaznak és hidrogéngaznak
biztosan megegyezik a

A) nyomaésa; B) anyagmennyisége;

() belsb energidja; D) stirtisége.

9. Egy 5 mm atméréj, toltetlen fémgomb és egy 15 mm atméroji, 4 pC toltési
fémgomb szigeteléallvanyon 1 m tdvol van egymdstdl. A gomboket egy hosszi

vezetékkel Osszekotjilkk, majd a vezetéket eltavolitjuk. Milyen lesz a fémgémbok
kozott fellépd elektrosztatikus erd?

A) Kb. 0,027 N taszitéers;  B) kb. 0,036 N taszitderd;
C) kb. 0,036 N vonzderd; D) nem lép fel eré.

10. Egy soros RLC-kor egyes elemein 1év6 aramerdsséget és fesziiltséget mu-
tatjak a grafikonok. Melyik vélasz jeloli helyesen az aramkori elemeket?

ﬂmv%i /Dm/% %@ ,

I IL. III.

A) 1. ohmos ellendllds, II. kapacitiv ellendllds, I11. induktiv ellendllds;
B) 1. kapacitiv ellenéllds, II. ohmos ellenallds, III. induktiv ellendllés;
() 1. induktiv ellendllds, II. kapacitiv ellenallds, III. ohmos ellenéllds;
D) 1. ohmos ellenallas, II. induktiv ellenallds, III. kapacitiv ellenéllas.

11. Egy optikai racson centiméterenként 400 karcolds van. Lézerrel atvildgitva
rajta a 2 méterre 1évé erny6n a direkt sugar és az elsO erOsitési hely tavolsagat
4 cm-nek mérjiikk. Mennyivel véltozik meg ez a tavolsiag, ha a fény tutjaba olyan
racsot tesziink, amelyen centiméterenként 600 karcolds van?

A) 1 cm-rel; B) 2 cm-rel; C) 3 cm-rel; D) 4 cm-rel.

12. Bélyeget vizsgdlunk egy f fékusztdvolsdgu egyszerli nagyitéval (lupéval).
Hova tegyiik a targyat, hogy a lencse nagyitdsa N = —3 legyen?

A) A nagyitétol % f tavolsagra; B) a nagyitétél % f tévolsagra;

C) a nagyit6tol 3 f tévolsdgra; D) a nagyitotol 2 f tavolsagra.
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13. Az alabbi, trkutatassal kapcsolatos allitasok koziil melyik hamis?

A) Az elsé olyan {irhajét, amelynek fedélzetén ember utazta korbe a Foldet,
a Szovjetunié bocsédtotta fol.

B) A Hold felszinére a NASA {irprogramja juttatott el embert.

C) Az els6 sikeres leszallast egy iistokosre az Eurdpai ﬁrﬁgynbkség szondaja
hajtotta végre.

D) Az elsé {irtdvesovet az Eurdpai ["Jriigynéjkség telepitette Fold koriili palyara.

14. Egy telepre rdkapcsolunk egy 3 ohmos ellendllast, majd ezt eltavolitva egy
12 ohmos ellenéllast. Azt tapasztaljuk, hogy rajtuk ugyanannyi idé alatt ugyanak-
kora ho fejlodik. Mekkora a telep belsé ellenédllasa?

A) 7,5 ohm;

B) 6 ohm.

C) Két kiilonboz6 ellenédlldson nem fejlédhet ugyanannyi hé.

D) Ezekbél az adatokbdl nem lehet meghatdrozni a telep belsd ellendlldsat.

15. Melyik allitdas nem tartozik a specialis relativitaselmélet axiomdi kozé?

A) A vékuumbeli fénysebesség barmely koordindta-rendszerben ugyanakkora.
B) Egyméshoz képest egyenes vonali egyenletes mozgdst végz6 koordindta-
rendszerek a fizika szaméra egyenértékiiek.

2
C) Az id6 nem abszolit, hanem koordindtarendszer-fiiggd a t' =t4/1 — 2—2
képlet szerint.

Szamolasos feladatok

1. Egy rontgencsében 100 kV fesziiltséggel gyorsitott elektronok csapddnak
volframanédba. Mekkora az igy keletkez6 fékezési rontgensugérzas legkisebb hul-
lamhossza?

2. Mekkora két siktiikor egymassal bezart szoge, ha a tiikrok sikjainak met-
szésvonalara meréleges sikban beesé keskeny fénynyaldb kétszeres visszaver&dés
utan

a) az eredeti irdnyaval 120°-os szoget bezaréan;

b) az eredeti irdnydval parhuzamosan, de azzal ellentétes irdnyban
halad tovabb?

3. A radon 222-es izotépja a-sugéarzd, radioaktiv izotdp.

a) Mely elem keletkezik a bomlas sordan? Honnan kapta a nevét, és kik fedezték
fel (izolaltak) ezt az elemet?

b) Mennyi id6 alatt bomlik el egy adott mennyiségli radongdz 88,6%-a? A radon
felezési ideje 3,83 nap.

¢) A bomlés soran a kilépé, 6,64 - 10727 kg tomegli a-részecske mozgési energi-
aja 5,486 MeV. Mekkora az a-részecske, illetve a leAnymag sebessége, ha a radon-
mag sebessége a bomlas pillanataban elhanyagolhat6? A relativisztikus hatasoktdl
eltekintiink. A keletkez6 lednymag és az a-részecske tomegének aranya jo kozeli-
téssel megegyezik tomegszamuk ardnyaval.
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4. Egy d atméréjii, d magassagu iires, szigeteld anyaghbdl késziilt, vékony falu
henger fiiggdlegesen elhelyezkedd szimmetriatengelye koriil foroghat. A feddlapja
és az alaplapja kozéppontjaba egy-egy ¢ toltést rogzitiink. A henger magassiga-
nak felében, a henger bels6 oldalara tesziink egy m tomegi, q toltéshi pici testet,
majd elengedjiik. Legfeljebb mekkora lehet a kis test tomege, hogy a henger faldra
tapadjon,

a) ha a henger nem forog;

b) ha a henger percenként 72-es fordulatszammal egyenletesen forog?

Adatok: d = 20 cm, ¢ = 500 nC, a tapadasi surlédasi tényez6 a henger fala és a test

kozott ug = 0,4.
Varga Balazs

God

Fizika gyakorlat megoldasa

G. 615. 30°-0s hajldsszogii, elég hosszu lejtén gyorsulva csuszik lefelé eqy vizzel
félig telt tartdly. Mekkora szdget zdr be a viz felszine a lejté sikjdaval, ha a surlédds
elhanyagolhatd?

(3 pont)

Megoldéas. A tartdly — és a benne 1évé viz minden ,darabkaja’ — a lejtd
esésvonaldval parhuzamosan a = ¢/2 gyorsuldssal mozog lefelé (hiszen az M tomegi
tartaly—+viz rendszerre hatd, dsszesen M g nagysagi nehézségi erd lejté iranyu kom-

ponense Mg/2).

\e

A folyadék felszinének kozelében talal-
haté m tomeg, kicsiny vizmennyiségre hato
eredo er6 mg

FC = ma = 7
Ez az er6 a fliggblegesen lefelé mutatd, mg
nagysagi nehézségi eronek és a folyadék
t6bbi része altal kifejtett F',, nyomderdnek
*«.  a vektori tsszege (lasd az dbrdt).

Mivel F, a fiigg6legessel 60°-0s szoget zér be, és a nagysdga mg/2, a vektor-
hdromszog egy szabdlyos haromszog fele, és igy F',, merdleges Fe-re. Tudjuk to-
vabbé, hogy F',, merdleges a folyadék felszinére; ebbdl az kdvetkezik, hogy a strlé-
dasmentes lejton lecsiiszo tartalyban a folyadék felszine pdrhuzamos a lejté sikjaval.

Szdnté Barnabds (Keszthely, Vajda Jénos Gimn., 9. évf.)
dolgazata alapjan

42 dolgozat érkezett. Helyes 11 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 4, hidnyos
(1 pont) 10, hibds 17 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 4948. Egyforma keresztmetszetl és azonos anyagi mindségl két hengeres
rid a kozds szimmetriatengelyiik mentén mozogva dsszeiitkozik. A rudak hossza £y
és Uy, a sebesséqiik v, és va, az titkozés egqyenes és centrdlis. A rudak rugalmasak,
a benniik kialakuld fesziiltségekre és deformdacidkra minden pillanatban és mindenhol
a Hooke-térvény érvényes. Mekkora az titkdzési szam ennél az titkozésnél?

(Ldsd a Rugalmas testek titkdzése cimi cikket a KoMaL 2017. évi mdjusi
szamdnak 298. oldaldn.)

(6 pont) Szegedi Ervin (1957-2006) feladata

Megoldas. Tegyiik fel, hogy ¢, jeloli a révidebb rid hosszat, vagyis £1 < £s.
Az egydimenzids mozgasban szerepl6 sebességeket tekinthetjiik eldjeles szamoknak,
ezzel a sebességvektorok nagysiaga mellett az iranyukat is kifejezhetjiik.

A feladatban hivatkozott cikk emliti, hogy alkalmasan valasztott vonatkozta-
tési rendszerben az iitkozési felillet a kiilonboz8 hosszisagu rudak esetében is (egy
bizonyos ideig) mozdulatlan lesz. Keressiik meg ezt az ,alkalmasan vélasztott” vo-
natkoztatési rendszert! Jeloljitk ezen vonatkoztatasi rendszer talajhoz viszonyitott
sebességét u-vall Miutdn a rudak iitkéznek, a 16késhulldmok a két ridban (a rudak
végpontjaihoz viszonyitva) azonos sebességgel kezdenek terjedni. Emiatt, amikor
a hulldm az ¢; hosszd rud végére ér, akkor a mésik ridban is #; hosszi utat tett
meg, a rud maradék része pedig még eredeti, vo sebességével halad. Azok a részek,
amelyeken a lokéshullam athaladt, az iitkozési feliilethez képest mozdulatlanok,
vagyis talajhoz rogzitett rendszerbdl szemlélve u sebességgel haladnak. Ezek a tes-
tek zart rendszert alkotnak, igy a lendiiletmegmaraddas torvénye szerint

V1 + V2
—

Kihasznaltuk, hogy a rudak tomege a hosszusagukkal ardnyos, és az aranyossagi
tényez6 (a rud keresztmetszetének és siirtiségének szorzata) kiesik a képletekbol.

Loy 4+ lovg = 201u + (by — 1) ve, vagyis u =

Az iitkozési feliilet tehat ekkora u sebességgel halad az iitkozés sordn. Az ilyen
sebességgel halad6 koordindta-rendszerbdl nézve az £, hosszui riad kezdeti sebessége
v1 — u, az itkozés utani sebessége pedig értelemszeriien ennek ellentettje, u — vy
lesz. (Az iitkozési feliilet ebb6l a rendszerbél nézve mozdulatlan, vagyis a merev
fallal val6 iitkozéshez hasonl6 helyzet alakul ki.) A talajhoz rogzitett rendszerbél
nézve a rovidebb rud iitkozés utani sebessége:

V1 + V2
2

vi=u—vtu=2u—v3 =2- — vy = V.

Az iitkozési szémot (annak egyik definici6ja szerint) tigy kaphatjuk meg, hogy
a tomegkozépponti rendszerben kiszamitjuk valamelyik test iitkozés utani és iit-
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kozés el6tti lendiiletének hényadosdt (annak abszolut értékét). Az iitkozés utdn
az {1 hosszisagi rad minden egyes pontjanak ugyanakkora a sebessége, a rudban
nem maradtak fesziiltségek (ez nem &ll fenn az f5 hosszisigi ridra), {gy egysze-
riibb a révidebb rudat vizsgalnunk. Az {itkozési szdm kiszdmitdsihoz tehat meg
kell nézni, mekkora sebességgel haladt a rovidebb rid az iitkozés el6tt és utan
a tomegkozépponti rendszerben.

A tomegkozéppont sebessége:

. — l1v1 + Love
A R

Az f7 hosszi rud sebessége tehat a tomegkozépponti rendszerben az iitkozés elGtt:

v v — e — o1 — Liv1 + Lova _ (b1 + Lo)v1 — bivg — Lovg _ ly(v1 — v2)
1,tk 1 tk 1 o+ 0 0+ 0

az 1itkozés utan pedig:

P . livy + lovy  (by + lo)vg — vy — Lavg Ly (V2 —v1)
Ul gk = VU1 — Utk = V2 — = = )

b1+ 4o {1+ 4o ly + o

Az {itkozési szam a fenti két sebesség hanyadosanak abszolut értékével egyenl6:

51(?12 - U1)
32(111 - 02)

_el

=4

!
U1tk

]{j:

_|_ &
- |-

U1,tk

Az titkozési szam tehat a rovidebb és a hosszabb rid hosszanak hanyadosa.
(Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a hosszabb riud iitkozés utani és iitkozés el6tti
lendiiletének hanyadosat szdmoljuk ki a témegkdzépponti rendszerben.)

Németh Rdbert (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 12. évt.)
11 dolgozat érkezett. Helyes 10 megoldds, kicsit hidnyos (5 pont) 1 dolgozat.

P. 4971. 30°-0s hajldsszigi, elég hosszu lejtén gyorsulva csiszik lefelé egy
vizzel félig telt tartdly. Mekkora szoget zar be a viz felszine a lejté sikjaval, ha
a tartdly és a lejté kézotti surloddsi egyiitthato 0,27

(4 pont) Példatdri feladat alapjdn

Megoldas. Kovessitkk a G. 615. gyakorlat megoldasanak gondolatmenetét
(14sd lapunk 236. oldaldn), de itt most vegyiik figyelembe a stirléddsi erét is.

Az M tomegl tartaly+viz rendszerre hatd, dsszesen Mg nagysagui nehézségi
er6 lejt6é irdnyt komponense Mgsin«, a lejté és a tartaly alja kozotti nyomderd
Mg cosa, a sirléddsi erd tehat Mgucosa (ahol « a lejtd hajlasszogét, p a sir-
16d4si egyiitthatot jeloli). Az egész rendszerre haté eredd erd lejté irdnyu kompo-
nense Mg(sina — pcosa), a tartily és a benne 1év6 viz minden ,darabkdja” tehét
(elegendd hosszt id6 mulva, amikor a viz mozgésa a tartdlyhoz képest mar lecsil-
lapodott)

a = g(sina — pcosq)
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gyorsulassal mozog a lejté esésvonaldval parhuzamosan lefelé.

A folyadék felszinének kozelében talalhaté m tomegl kicsiny vizmennyiségre
haté eredd erd
F, = ma =mg(sina — pcosa).

Ez az er6 a fliggélegesen lefelé mutatd, mg nagysagi nehézségi erének és a folyadék
tobbi része altal kifejtett F',y nyomderdnek a vektori dsszege (ldsd az dbrdt).

Az F,y er6 a lejté sikjara merdleges irdnnyal valamekkora e szoget zar be.
Mivel F',, meréleges a folyadék feliiletére, € a viz felszinének a lejtd sikjaval bezéart
szoge — éppen ezt keressiik.

Megjegyzés. Azt, hogy a folyadék felszine (gorbiilt folyadékfelszin esetén az érinté-
sikja) meréleges a folyadék tobbi része éltal kifejtett Fny nyomderdre, a kovetkezékép-
pen lathatjuk be. A folyadék egy kicsiny darabkdjira a kornyezete azért fejt ki erdt,
mert a folyadék nyomédsa helyrél helyre védltozhat. A nagyobb nyomaésu ,szomszédos ré-
szek” nagyobb erét fejtenek ki, mint a szemkozti ,folyadékdarabkdk”, emiatt az eredd
er§ a nyomdsvéltozds (nyomdscsokkenés) irdnydba mutat. A felszin kozelében (kozvetle-
niil a hatérfeliilet alatt) a folyadék nyomdsa még mindenhol a kiils6 légnyomédssal egyezik
meg, az érintésik mentén tehat nem alakulhat ki nyomdasvaltozéds, nem léphet fel ilyen ird-
nyud er6. A felszinre merSleges irdnyban més a helyzet, arrafelé haladva mar novekedhet
a nyomads, tehat kialakulhat ilyen irdnyt eredé erd.

A kinagyitott er6hdromszog képérél (1dsd az dbra jobb oldali részét) leolvas-
haté, hogy

PQ =myg, QT = mgsinq, PT = mgcosa,
QS =F, =mg(sina — pcosa), vagyis ST = QT — QS = mgpucosa,

ahonnan
ST  mgucosa

tee = PT  mgcosa
Ezt a szoget az adott surlédasi egyiitthatéhoz tartozéd siurldoddsi hatdrszégnek
nevezik; ennél kisebb hajlasszogii lejtén a stirlédé test nem tud magatol megindulni.
Esetiinkben, amikor p = 0,2, a viz felszine a lejt6 sikjaval € = 11,3°-0s szoget zar be.
A G. 615. gyakorlatban p = 0, tehat e = 0, a folyadék felszine ilyenkor parhuzamos
a lejté sikjaval. A mdsik hatdresetben, amikor € = o (tehdt a tartdly gyorsuldsa
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nulla, esetleg el sem indul), a viz felszine az edényben — a sz6 eredeti értelmében —
vizszintes, a lejtd sikjaval a szoget zar be.

T6bb dolgozat alapjdin

86 dolgozat érkezett. Helyes 40 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 17, hidnyos
(1-2 pont) 27, hibds 2 dolgozat.

P. 4975. Eqgy foldi laboratoriumi kisérlet sordn az m témegd, Q toltési kicsiny
testet vakuumban, B indukcidji, vizszintes irdnyu, homogén mdgneses térben en-
gedjiik el. (Feltehetjiik, hogy mg < QBc, ahol ¢ a fénysebesség.) A test mozgdsdt
addig vizsgaljuk, mig eléri legmélyebb helyzetét.

a) Mekkora lesz a test legnagyobb sebessége?

b) Milyen mélyre sillyed?

¢) Mekkora dtlagsebességgel mozog vizszintes irdnyban?

d) Mekkora a test gyorsuldsa pdlydjdnak legmélyebb pontjdin?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

I. megoldas. Vegyiink fel egy olyan koordinata-rendszert, amelynek x ten-
gelye vizszintes, y tengelye pedig fiigg6legesen lefelé mutat. A magneses indukcié
ugyancsak vizszintes iranyd és az dabrdn lathaté médon a papir sikjaba befelé ird-
nyul. A kicsiny toltott test a koordindta-rendszer origéjabol indul, és a péalyéja
— vézlatosan — az dbrdn lathaté gorbe. (A mozgds nyilvan az x — y sikban torténik,
igy elegend§ ezt vizsgdlnunk.)

A foldi laboratérium” kifejezés arra utal, hogy a testre haté erdk kozott
a méagneses Lorentz-er® mellett a nehézségi er6t is figyelembe kell venniink. A testre

® B ® . ®
t=0 x T
© B
QuxB) .
Q ¢ ® . ®
lay|
v
y"* ‘l’ “ T"/
® t=t" Uz
mg

hat6 er6 komponensei:

(1) F, = Qu,B,
(2) Fy :mg_Q’Uva
ahol
_ Ax(t) _ Ay()
(3) Ve = Ay és vy = Ay
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a test sebességének megfelelé derékszogli Osszetevoi.

A Newton-féle mozgasegyenletek:

F, =ma, és F, = may,
ahol
Avg(t) Awvy,(t)
4 = = EAa
) e At e Y At

Behelyettesitve az er6komponenseket a kovetkezé mozgasegyenleteket kapjuk:

(5) Ay = WoUy,
és
(6) Gy = g — Wolg,
ahol

QB
7 .
( ) wo m

egy korfrekvencia dimenziéju allando.

Megjegyzés. Ezt a mennyiséget ,ciklotronfrekvencidnak” nevezik, mert ilyen korfrek-
vencidval mozog a ciklotronokban egy Q/m fajlagos t6ltésli részecske a B indukcidji
homogén magneses mezSben.

Felirhatjuk még a munkatételt a toltott részecske mozgasira az indulds pil-
lanata és egy tetszoleges késébbi pillanat kozott. Mivel a Lorentz-er6 merdleges
a sebességre, tehat nem végez munkat, elegend6 a nehézségi eré munkavégzésével
szamolnunk:

(%) S0+, (0) = mgy(t).

Innen leolvashatjuk, hogy a test sebessége akkor lesz a legnagyobb, amikor a fligg6-
leges elmozdulds (y*) maximalis. Mivel ilyenkor a fiiggleges irdnyt sebesség éppen
nulla, a vizszintes irdnyu sebességkomponensre fennall:

9) vy = /2gy*.

a) és b) Irjuk fel az (5) egyenletet a kicsiny sebesség- és elmozdulds-megvalto-
zasokkal, majd Osszegezziik ezeket a megvéltozasokat a mozgas kezdetétdl a pélya
legmélyebb pontjaig:

Ay (t) Ay(t)
=w
At AL

D Avg(t) =wo Y Ay(t),
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ahonnan
(10) v, = woy”

adédik. Osszevetve ezt az eredményt a munkatételbél kapott (9) osszefiiggéssel,
valaszolhatunk az els6 két alkérdésre. A test legnagyobb sebessége
2 2m,
ol = = 2 = 22

wo N QB’
a legmélyebb siillyedése pedig (az induldsi magassdghoz viszonyitva):

.29 2gm?
Y w2 Q2B

¢) A fentiekhez hasonlé médon jarhatunk el a vizszintes irdnyu (6) mozgas-
egyenlettel, ami
Avy(t) = gAt — woAz(t)

alakban is felirhat6. Osszegezve a mozgas kezdetétSl a legmélyebb pontba érkezés
t* idopillanataig, amikor a vizszintes iranyu elmozdulas z*, a fliggbleges irdanyu
sebesség pedig nulla:

0=gt" —wox",

ahonnan a mozgas ezen szakaszara vonatkoztatott atlagsebesség:

__ g _mg
s=Y _9_Mm

t* wo B QB

Mivel a vizszintes irdnyu mozgds a 0 < z(t) < z* intervallumon torténé mozgés
ismétlédése, az egész mozgds dtlagsebessége (x*-ndl sokkal hosszabb tton) ugyan-
csak mg/(QB).

d) A pélya legmélyebb pontjandl a test gyorsuldsa (6) szerint:
ay = g — Wovg,
ami (7) és a vi-re kapott kifejezés alapjan:

. @B 2mg 9
a = _—_—— = —_ = —(.
v m QB 979779

A toltott test tehat éppen a nehézségi gyorsulassal megegyezden gyorsul fliggblege-
sen felfelé.

Illés Gergely (Eger, Szildgyi Erzsébet Gimn., 12. évf.)

dolgozata alapjan

II. megoldas. Tekintsiink egy olyan koordinata-rendszert, amely az indukcié-
vonalakra merélegesen, vizszintes irdnyban vg sebességgel mozog a laboratoriumi
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rendszerhez képest. Ha a toltott test pillanatnyi sebessége a ,mozgd” rendszer-
ben v, akkor a laboratériumi rendszerben a sebessége v + v, igy a Newton-féle
mozgasegyenlet:

ma = Q(v + vg) X B +mg,

amit
(11) ma = Qv X B + [mg + Qug x B]

alakban is felirhatunk. A fenti képletben a a test gyorsuldsa, ami a laboratériumi
rendszerben ugyanaz a vektor, mint az egyenletesen mozgdé masik koordindta-
rendszerben a gyorsulds.

A (11) egyenlet szogletes zérdjelében szereplé két vektor ugyanolyan (fiiggdle-
ges) irdny, és ha vy nagysagat megfeleléen, nevezetesen vy = mg/(QB) médon va-
lasztjuk, a két tag éppen kiejtheti egymast. Ekkor a mozgasegyenlet olyan, mintha
a test stlytalan lenne, és csak a magneses Lorentz-erd hatdsa alatt mozogna. Ugy is
mondhatjuk, hogy a mozgd rendszerben megjelenik egy F = Bvy nagysagi homo-
gén, fiiggblegesen felfelé iranyuld elektromos mez6, aminek hatédsa kiegyenliti az mg
nagysagu, fliggblegesen lefelé mutaté nehézségi erdt.

Jol ismert, hogy homogén magneses mezoben a magneses erévonalakra meré-
leges kezddsebességgel rendelkez részecske palyaja kor, és a részecske a kor mentén
wo = QB/m korfrekvencidval egyenletesen mozog. Jelen esetben is ez valésul meg,
hiszen a test kezdGsebessége a laboratoriumi rendszerben nulla, a mozgd rendszer-
ben tehat vy nagysagu. A korpélya sugara

2

Vo m

R = — = —_— g

Wo (QB )
lesz. A mozgds — a laboratériumi rendszerbél nézve — egy vy sebességli egyenletes
mozgas és egy vy keriileti sebességii kormozgds szuperpozicidja. A palya alakja ezek
szerint ciklois.

a) A test sebessége a pélya legmélyebb pontjandl lesz a legnagyobb, ugyanis

itt lesz egymassal parhuzamos és egyiranyd a kétféle mozgashoz tartozé sebesség-

vektor:
mg

QB

b) A test legnagyobb lesiillyedése a kezdéponthoz képest

2
m

¢) A test sebessége a vizszintes irdnyu, dllandé vy nagysdgi sebességnek
és a kormozgasbol adddd, a nulla koriil ingadozd sebességnek a vektori Osszege.
Az ered6 (hosszt idStartamra vonatkoztatott) dtlagsebesség tehdt vy nagysdgu,
vizszintes és a mégneses erévonalakra is meréleges irdnyu vektor lesz.

VUmax — 2’00 =2
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d) A test gyorsuldsa csak a kormozgdasbdl adédik, nagysdga a pélya minden

pontjaban
v} mg . QB 21
a = — = — . — _—= g
R QB m /g

nagysagu. A gyorsulds iranya a mozgas kezdetekor fiiggélegesen lefelé, a palya
legmélyebb pontjaban pedig fiiggélegesen felfelé mutat.

Téfalusi Adém (Debreceni Fazekas M. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

III. megoldas. Hasznaljuk az I. megoldas jel6léseit, és induljunk ki a vizszin-
tes és a fiiggbleges irdnyokra vonatkozé (5) és (6) mozgédsegyenletbdl. Az (5) egyen-
let, amit a, — wov, = 0 alakban is felirhatunk, azt fejezi ki, hogy a v,(t) — woy(t)
mennyiség valtozasi titeme (derivaltja) nulla, tehat ez a kifejezés iddben dllandd.
Az allandé (mivel a kezdépillanatban v, is és y is nulla) nulla kell hogy legyen,
vagyis

(12) vg(t) = woy(t).

Helyettesitsiik be v,-et a fiiggbleges irdnyd mozgdsra vonatkozé (6) egyenletbe:
ay(t) = g — wiy(t),

amit

(13) ay(t) = —wg (y(t) — o)

alakban is felirhatunk, ahol yo = g/w3.

Felismerhetjiik, hogy (13) egy olyan rugéra akasztott silyos test mozgdsegyen-
lete, amely test sajat silya alatt a rugd megnyuldsa yo, és a rezgés korfrekven-
cidja wp. A harmonikus rezgdmozgas ismert képleteibél (az y(0) =0 és v,(0) =0
kezdéfeltételeket is figyelembe véve) kénnyen megkaphatjuk, hogy

y(t) = %(1 — coswyt),
“o

vy(t) = wio sin wyt,

a,(t) = g coswot.

Ezekbdl (12) segitségével rogton adédik, hogy

v (t) = wio(l — coswot),

ennek valtozasi titeme pedig

a;(t) = gsinwot.
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Az x(t)-t ugy kapjuk meg, hogy olyan fiiggvényt keresiink, aminek véltozdsi titeme
v5(t), és a kezdbpillanatban nulla értékii:

x(t) = = (wot — sinwpt).

&=

A fenti képletekbdl a feladat valamennyi kérdésére konnyen megkapjuk a va-
laszt: a test legnagyobb sebessége 2g/wp, legnagyobb lesiillyedése 2g/w3, a mozgés
atlagsebessége g/wg, és a gyorsuldsa a pdlya legalsé pontjdban (és minden més
helyes is) g.

Megjegyzés. Mindharom megoldasban a newtoni mechanika nemrelativisztikus moz-
gasegyenletébdl indultunk ki. Ez csak akkor jogos, ha vmax < ¢, vagyis mg < QBc. Ez
sokkal erdsebb megszoritas, mint a feladat szévegében szereplé mg < QBec.

(G. P.)

21 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldéds. Kicsit hidnyos (4 pont) 1, hidnyos
(2 pont) 5 dolgozat.

P. 4976. Hdrom kicsiny golyot egqy egyenes mentén helyeztink el gy, hogy
kezdetben nem mozognak, és a szomszédos golyok tdvolsiga d. A golydk tomege és
toltése rendre m, 2m, bm, illetve q, q, 2q.

a) Mekkora lesz a golydk tdvolsdga és sebessége az induldst kivetd nagyon révid
to 1dé mulva?

b) Mekkora lesz a golyok sebessége elegendben hosszi idd milva?
(Az elektrosztatikus erdkin kivil minden mds erdhatds elhanyagolhatd.)

(5 pont) A Kvant nyomdn

Megoldas. a) Legyen az m tomegl, g t6ltésli goly6 az 1. szdmu, a 2m témegi,
q toltéshi a 2. szamu, az bm tomegi és 2g t6ltést pedig a 3. szamu test! Vizsgaljuk
meg el6szor, hogy mekkora erdk hatnak az egyes testekre! Mivel a golydk kicsik,
alkalmazhatjuk a ponttoltésekre vonatkozé Coulomb-féle erétorvényt. A pozitiv
irdnyt az 1. testtol a 3. szamu test irdnydba megvalasztva rendre felirhatjuk az egyes
testre hato ered6 erdket a kezdeti helyzetben:

2 2 2
q 2q 3q
Fl=—kit —k =—k—
1 d2 (2d)2 242’
2 2 2
q 2q q
h=keg kg ="rg

2q° 2¢> . 5¢°
F = ki ki p— —_—
MENTYIE thE 242
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Mivel az induldst kovetd ty nagyon rovid, ezek az erdk ty id6 alatt allandénak
tekinthetéek, és igy az egyes testek sebessége rendre:

o ﬂ Flto o k_3q2t0

T T T T Yaem
Iy Ity a*to
Vo = —— = —_ —
27 om 2m 2d?m’
I3 Fitg q*to
Vg = —— = = .
7~ bm 5m 2d%m

(A lendiiletmegmaradds térvénye szerint muv; + 2muy + bmus = 0, és ez valéban
teljesiil.)

Mivel az erdk tg id6 alatt jé kozelitéssel allandoknak tekinthetok, a gyorsu-
lasok sem valtozhatnak ezen id6 alatt. fgy a golyok atlagsebessége a kezdeti és
a to idépontbeli , végsebesség” szamtani kozepe, amib&l megkaphatjuk a testek el-
mozduldsat:

0+ vy 3q%t2
- to — —k
n g 0 4d?m’
0 + vg q?t2
— to = —k
"2 5 0 Ad2m’
0 2¢2
rg = * v3to =k 4%

2 T 4dPm”

Ezekbdl szamolhaté a golydk kozotti tavolsag is:

7t
dm:d+|r2—r1|:d<1+k2d3m),

7t
d273=d+|r3—r2|=d<1+k2d3m),

Pty
d371 =2d + ‘T‘g —Tl‘ =2d (1+k2d3m> .

b) Haszndljuk fel az el6z8 részfeladat eredményeit! Lathatd, hogy kis to id6
elteltével az 1—-2 és 2—3 testek tavolsaganak ardnya allandé maradt, hiszen:

8
o

1,

1.
da3

Ebbdl az is kovetkezik, hogy tjabb kis At id6 milva is fenn fog &llni ez az arany,
mint ahogy az azutan kovetkezd Osszes késobbi iddpillanatra is. Ennek egyenes
kovetkezménye, hogy a testek pillanatnyi sebességének ardnya is mindvégig ugyan-
akkora lesz, és igy a testek végsebességére (rendre uq, us és ug) is fenndll, hogy:

Uyt Ug i uz =1 v vg = (=3):(=1):(+1).
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Ezek szerint a végsebességekre teljesiil, hogy
up = —3ug és Uy = —U3.

Emellett tudjuk, hogy nagyon hosszi idé milva — amikor a kis golydk olyan
tavol lesznek, hogy mar nem fejtenek ki egymadsra szamottevd erét — az elektromos
mezd kezdeti energiaja teljesen atalakul a golyok mozgdasi energidjava. Felirhatjuk
a munkatételt:

¢ 2
¢ 22 1 1 1

k— 7 —|—k 2d +k7 = imu% 5(2m) 5(5m)u§,

azaz
2
2 1 s 1 1

A = im(?)u?’) + 5(2771)“% + 5(57”)“% = 8mus3,

vagyis

Y WY . Y .
"=V 2dm 2dm’ "~ "V 2dm
Konddkor Mdrk (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A fenti gondolatmenet nem minden esetben, hanem csak a ¢; toltések és
az m; tomegek bizonyos specidlis értékeinél alkalmazhaté. A golydk tdvolsidgdnak aranya
csak akkor marad idében &llandd, ha fennéll, hogy

_n 43 —_o2
. (Q2+4 )+ <Q2+4 )—sz(ql q3).

A feladatban szerepld adatok mellett ez az Osszefiiggés teljesiil.

Altaldnos esetben, tetszlleges tomeg- és toltésadatok mellett a feladat elemi eszko-
zO0kkel nem oldhaté meg.

(G. P.)

51 dolgozat érkezett. Helyes Berke Martin, Debreczeni Tibor, Konddkor Maérk,
Molnar Matyas, Morvai Orsolya, Math Benedek, Péta Baldzs és Sal David megoldésa.
Kicsit hidnyos (4 pont) 13, hidnyos (1-3 pont) 27, hibds 1, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

P. 4977. Az abran lathato kapcsoldasban a kap- Cy Co
csold zdrdsa elbtt a kondenzdtorok téltetlenek. Egy [ [
adott pillanatban zdrjuk a kapcsoldt. (Az dramfor- I I
ras belsd ellendlldsdtol, a vezetékek és az ellendlldsok
kapacitdsdtol, tovabbd a korben lévd elemek indukti- Ry Ra

vitdsdtdl tekintsink el.) — —— —

Abrafzoljuk vazlatosan a kondenzdtorok feszilt-
ségét az idd fiigguényében! Uo
Adatok: Cy =150 uF, Cy =50 uF, Ry — 40 kO, I}
Ry =10 k2, Uy =100 V.

(5 pont) Nagy Ldszlé (1931-1987) feladata
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Megoldas. A kapcsold zérasa elott a toltetlen kondenzatorok fesziiltsége nyil-
van nulla. A kapcsold zarasakor a kondenzéatorok ,rovidre zarjak” az dramforrast,
és — ha a feladat sz6vegében szerepld kozelitésekkel éliink — egy , pillanat alatt” fel-
toltddnek. A kondenzatorok kozos pontjara csak az ellendllasokon keresztiil juthat
toltés, igy az 0ssztoltésiik hirtelen nem tud megvaltozni, tehat a két kondenzator
(egy nagyon rovid ideig) sorosan kapcsoltnak tekinthetd. A hirtelen feltoltédott
kondenzatorok kezdeti fesziiltsége a kapacitasok reciprokanak ardanydban megosz-
tott telepfesziiltség:

== U Uso=Uy=100V
Uso  Cy 3 1,0+ Uz 0 )

vagyis
Ul,O =25V és U270 =T75V.

A kapcsol6 zardsa utdn elegendéen hosszi (,,végtelen hosszi”) idével a kon-
denzatorok toltése mar nem valtozik, a fesziiltségiik tehat valamekkora allanddsult
Ui o és Uz o értékre &ll be. Ilyenkor az ellendllasok kozos pontjat a kondenza-
torok ko6zOs pontjaval Osszekoté vezetéken mér nem folyik dram, tehdt mindkét
ellenallason ugyanakkora aram folyik.

Az ellenalldsokra esd fesziiltség (ami megegyezik a kondenzéatorokra es6 fesziilt-
séggel) az ellendlldsok ardnydban osztja meg az dramforrds fesziiltségét:

Uloo Rl
== — =4 Uloo + Uz o =Ug =100V,
Uso  Re ) 1,00 T Uz, 0

vagyis
Ul,oo =80V és U2,oo =20 V.

A kondenzatorok fesziiltségének idobeli valtozdsa varhatdéan exponencialis
fliggvénnyel irhato le. Ezen sejtés szigori bizonyitasdhoz a valtozdsokat megadd
differencidlegyenleteket kellene felirnunk és megoldanunk. Szerencsére ennél sok-
kal egyszer(ibben is eljarhatunk. A t6ltések dtrendezédése, azok idébeli valtozasa
ugyanolyan jellegii, ugyanolyan ,id6alland$ji” exponencidlis fliggvényekkel irhatd
le a kondenzétorok feltéltédésekor is, mint a kisiilésiikkor (lasd pl. a Kondenzd-

tor feltiltése és kistilése ohmos ellendlldson dt cimi részt a ,Fliggvénytablazat”
148. oldaldn).

Ha az dramforrast (zért kapcsoléallas mellett) kiiktatjuk az dramkorbél és
az eredetileg hozza csatlakozé vezetékeket rovidre zarjuk, akkor egy olyan kapcso-
lashoz jutunk, amelyben két parhuzamosan kapcsolt, tehat

C.=C1+Cy =200 pF
eredd kapacitasu kondenzator két parhuzamosan kapcsolt, tehat

RiR
Ro= —22 8k
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eredo ellendllason keresztiil vesziti el toltését. A kisiilés folyamata id6ben exponen-
cidlisan, e~*/7 fiiggvénnyel leirhaté médon zajlik le, ahol az idéallandé

T=RCo=(8-10°Q) (2-107*F) = 1,6 5.

Megjegyzés. Simonyi Kdroly Villamossagtan cim@ konyvében emliti, hogy a fesziilt-
ség bedllasdnak idejét 7° = 57 id6vel szoktdk kozeliteni. Esetiinkben a kondenzdtorok
fesziiltsége 8 s alatt valtozik meg a kezdeti értékekrdl a végsd (aszimptotikus) értékekre,
ahogy azt az dbra mututja.

UVl
100 +
80_ 7
] o,
60 1
40 1
] U2
20- 25
T ™ 8
1 1
2 4 6 8

Téfalusi Addm (Debreceni Fazekas M. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

20 dolgozat érkezett. Helyes 8 megoldds. Hidnyos (1-3 pont) 11, hibds 1 dolgozat.
P. 4985. Egy fényképezdgép objektiviének fokusztivolsiga 3 cm. Egy tdvoli
tdrgyrol fényképet készitink, majd a képet 3-szorosdra felnagyitjuk. Mit ldtunk na-

gyobbnak, a fénykép készitésének helyérdl nézve a tdrgyat, vagy ugyanezt a tdrgyat
a fényképen? Hdanyszor nagyobbnak latjuk?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

Megoldés. A leképezési torvény szerint

| =

+

| =
kh

Ha a t targytavolsag sokkal nagyobb, mint az f fokusztavolsdg, akkor a képtavolsag
k ~ f, és a T nagysagu targy képének mérete a hdromszoros nagyitas utan

k f

3K =3-T =~ 3=T.
t t

Ezt a nagyitott képet a tisztanlatas s =~ 25 cm tavolsdgabol

3K T

a~tga
& S ts
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latészog alatt latjuk. Ugyanekkora latészoghben a t tavolsagra 1évo targy

T
x:ttga:3f—
S

nagysagunak latszana.

A két (14tszblagos) méret ardnya (a szemiink ezt az ardny ,érzékeli”):

T sN25cm

x:§N3-3cm%

A targy tehat a fénykép készitésének helyérol nézve kb. 3-szor nagyobbnak latszik
a valésdgban, mint a haromszorosra nagyitott fényképen a tisztanlatas tavolsaga-
bél.

Marké Gabor (Gy6r, Révai Miklés Gimn., 10. évf.)

17 dolgozat érkezett. IHelyes Bukor Benedek, Hajdu Akos, Jager Baldz, Markd
Gébor, Molnar Métyds és Onodi Gergely megoldasa. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hidnyos
(1-2 pont) 7 dolgozat.

Fizikabdl kittzott feladatok

M. 377. Vizsgédljuk meg, hogyan fiigg egy ampermérével rovidre zart napele-
men atfolyé aram erGssége a ,direkt napsugar” beesési szogétél! Ugyeljiink az am-
perméré helyes méréshatar-beallitasaral

(6 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs

G. 633. Lehetséges-e, hogy a labdarigépalyan egy szabadrigés utan a kapu
fels6 1écérol a gélvonalon tulra pattand labda a foldrél kifelé, a palya felé pattan?

(3 pont)

G. 634. Az dbrdn lathaté golydscsapagy belsé gytiriije
mozdulatlan, a golyok kozéppontjai 0,2 m/s sebességgel fut-
nak korbe. Mekkora a kiils6 gytirii fordulatszama, ha r = 3 cm,
R=4cm?

(3 pont)

G. 635. Egy edényben 0 °C homérsékletli viz talalhatd. A viz egy részét ki-
ontjiik, 0 °C hémérsékleti jégdarabba fagyasztjuk, és visszahelyezziik az edényben
maradt vizre, amelyen tszni fog.
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a) Magasabban lesz-e a jégdarab kidllé részének a csiicsa, mint az eredeti
vizszint?

b) Minek nagyobb a gravitaciés helyzeti energidja, az eredeti vizmennyiségnek
vagy az Uj viz-jég rendszernek?
(3 pont) Varga Istvdn (1952-2007) feladata

G. 636. Vajon Miskolctol milyen PR MISKOLCIG
messze helyezték el az autépdlya mel- - A
lett a képen lathaté tablat? 8 PERCET

(4 pont)Kozli: Részegh Anna, Vécduka SEM NYER.

MEGERI?

P. 5023. Egy 25°-0s lejton lecsiiszo test sebessége a lejté aljan negyede annak
a sebességnek, mint amekkorat sirlédas nélkiil érhetett volna el. Mekkora a sirlo-
dasi egyiitthato?

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatijvaros

P. 5024. Egy m tomegl testet D direkciés erejl, feszitetlen allapotaban
{ hosszisdgu gumiszalra fliggesztiink. Ezutdn az egyensulyban 1évo testet lassan
hizzuk dgy, hogy az mindig a test kezdeti helyzetéhez tartozé vizszintes egyenesen
mozogjon. Mekkora lesz a kitérité er6 nagysaga, amikor a gumiszal a fiiggélegessel
p szoget zar be?

Adatok: £ = 0,5 m, ¢ = 30°, m =0,4 kg, D =10 N/m.
(4 pont) Kozli: Wiedemann Ldszlé, Budapest

P. 5025. Torricelli-kisérletet végziink egy vastag falu iivegesével. A cs6 belsé
keresztmetszete 1 cm?, a kiils6 keresztmetszete 3 cm?. A csé tomege 624 g, és 2 cm
mélyen nyulik a higanyba.

Mekkora erével kell tartani a csovet ilyenkor?

(4 pont) Kozli: Werner Bence Tamds, Budapest
P. 5026. Egy m tomegl és R sugaru,
vékony gytrit kétféleképpen hozunk Kkis e

kitérésii lengésbe. Az egyik esetben egy

r sugard, vizszintes tengelyi hengerre

flizziik fel a gytriit, kissé kitéritjik, majd

elengedjiik. A mésik esetben egy r hosszi-

sagu, elhanyagolhaté tomegli, vékony tiit ragasztunk a gyliriibe gy, hogy a ti
a gylri kozepe felé mutasson, és a gylirl erre a tiire tamaszkodjon lengés kdzben.
A gytri mindkét esetben sikmozgéast végez.

Melyik esetben hosszabb a lengésid6?
(5 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest
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P. 5027. Egy kisérleti, rakétahajtasu kerékpéar-
ral sikeriilt 333 km/h sebességet elérni. All6 hely-
zetbdl indulva 1,1 mésodperc mulva lett a sebessége
100 km/h, 2,5 masodpercnél volt a sebessége 200 km/h,
4,3 mésodpercnél 300 km/h, és 4,8 masodpercnél érte el
a 333 km/h sebességet.

Mikor és mekkora volt a legnagyobb gyorsuldsa, és mekkora Ut befutdsa utan
érte el a legnagyobb sebességet? Mekkora volt az Gssztomeg, ha 4,2 kN toléerejli
volt a rakéta?

(4 pont) Kozli: Vass Miklés, Budapest

P. 5028. Egy 1 méter hosszusigu, zart hengeres tartalyban levegd van. A tar-
talyt a vizszintes hossztengelye iranyaban allandé gyorsulassal mozgatjuk, mikoz-
ben a bezart levegé hémérsékletét mindvégig allando, T' = 273 K értéken tartjuk.
Mekkora ag gyorsulas esetében lenne a tartaly elején a levegd nyomaéasa

a) 0,1%-kal kisebb,
b) feleakkora, mint a tartaly hétuljan?
Utmutatds: A foldi légkor stlirtisége — ha a hémérséklet mindenhol 7' = 273 K

Mgh
lenne — a barometrikus magassdgformula szerint valtozna: o(h) = gge” RT , ahol
M a levegd atlagos moldris tomege, és kb. 5500 méter magassagban csokkenne
a slriiség a tengerszinten mérheto érték felére.

(5 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5029. Egy aluminiumkockara rédhelyeziink egy vele azonos témegi vaskoc-
kat.
a) Mekkora az {gy kapott fémtomb dtlagsiiriisége?

b) Hany kg/m?>-rel valtozik meg a fémtémb atlagsiiriisége, ha a hdmérsékletét
15 °C-kal megemeljiik?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
m 3d m.ogq m P. 5030. Egy 4d hosszisagi, m tomegi,
O m szigeteld palca végeihez ugyancsak m tomegt,
Q Q Q kicsiny fémgomboket rogzitettiink. A pélca

egyik végétdl d tavolsagban egy m tomegi,
atfurt fémgomb taldlhato, amely surlédasmentesen cstuszhat a palcdn. Mindhdrom
fémgombre Q toltést juttatunk, és a rendszert — egy tiradllomdason lebegve — magéra
hagyjuk.

Mekkora lesz a kozépsd gomb maximalis sebessége, és mennyit mozdulnak el
a testek a legnagyobb sebesség eléréséig?

(4 pont) Versenyfeladat nyomdn
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P. 5031. Az dbra szerinti elrendezésben C = |l
=4 uF. A rendszer U = 16 V egyenfesziiltségre van |
kapcsolva. cC—— —_—2C

toltése?
b) A K kapcsol6t nyitjuk. Az 1 egyensiily bedll- o d— ——2C
taig mennyi toltés aramlik at az dramforrason?

a) Mekkora az egyes kondenzdtorok fesziiltsége és :]
K

(4 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest |

P. 5032. Mekkora sebességgel 16kédik vissza egy 220Rn atommag, mikézben

egy a-részecskét bocsat ki? A radonizotép tomege 220,011394 u, a bomlds utédn
visszamarado polénium (%ffPo) tomege pedig 216,001 915 u.

(4 pont) Kozli: Légrddi Imre, Sopron

P. 5033. Kozmikus porbdl és gazokbdl allé, M tomegi csillagkozi kod per-
diilete N. A bels6 gravitdciés hatdsok kovetkeztében a kod teljes anyaga két kis
méretli gombbe tomoriil, és igy kettdscsillag alakul ki.

a) Mekkora a kettéscsillag tomegkozéppont koriili Tegiag keringési ideje, ha
a csillagok kérpédlydn mozognak, és a tomegiik my, illetve ma? (mq + mg = M és
mq < mg.)

b) Mekkora lehet a két csillag tdvolsdga?

¢) Ha a kialakuld kettéscsillag tdvolsdga nem pontosan éllandd, hanem kis
amplitudéval ingadozik, mekkora ennek az ingadozasnak a periédusideje?

(6 pont) Kozli: Mihail Sandu, Caliméanesti, Romdnia

Aprilisi potfeladat™. Becsiiljiik meg, mennyi lehet a hatsé belsé boritén ko-
zolt fényképen lathaté , kolbasztokinga” lengésideje! A homogén tomegeloszlasinak
feltételezhetd tok hossza kb. 115 cm, keresztmetszete valtozd, és a felsd vége egy
rogzitett, de hajlékony indan csiing.

Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

%

Bekiildési hatarids: 2018. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

*A megoldds bekiildhetd, de nem szamit bele a pontversenybe.
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(Volume 68. No. 4. April 2018)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition C (see page 224): Exercises up to

grade 10: C. 1476. Prove that the inequality € 33:2) +x- yts >4+ z % holds

for all positive  and y. C. 1477. Prove that if there is a point E on base AD of a
trapezium ABC'D such that the perimeters of triangles ABE, BCE and CDE are equal

then BC = %AD. Exercises for everyone: C. 1478. Given that a six-digit number
is divisible by 37, its digits are all different, and 0 does not occur among them, show
that at least six more numbers divisible by 37 can be obtained by changing the order
of the digits. C. 1479. In a triangle ABC, T is an interior point of side AC such that
TA = BC, and P is an interior point of side AB such that the triangles CBP and PAT
are congruent. () is an interior point of side BC such that T'Q is not parallel to AB
and triangle BPQ is similar to triangle TCQ. Prove that PT = QT. C. 1480. Solve the

equation x3;z€+6 = ing on the set of integers. Exercises upwards of grade 11:
C. 1481. The vertices of a regular octagon inscribed in a circle of radius 2 are connected
in three different ways, as shown in the figure: each vertex with the adjacent vertices, each
vertex with the second adjacent vertices, and finally, each vertex with the third adjacent

vertices. Prove that the product of the radii of the three inscribed circles is 2. C. 1482.
Prove that |2sinz + sin (2z)| < %ﬁ .

New exercises — competition B (see page 226): B. 4948. The positive integer n
is said to be chunky if it has a prime factor greater than y/n. For example, 2017 (a prime
number), 2018 = 2- 1009 and 2022 = 2- 3 - 337 are chunky, while 2023 = 7- 172 is not. How
many chunky numbers are there which only have prime factors less than 30?7 (3 points)
(Proposed by S. Rdka, Nyiregyhdza) B. 4949. The feet of the altitudes drawn from
vertices B and C of an acute-angled triangle ABC are D and F, respectively. Let P be
an interior point of AD, and let Q be an interior point of AE such that EDPQ is a cyclic
quadrilateral. Show that the line segments BP and C(Q intersect on the median drawn
from A. (8 points) B. 4950. Let F,, denote the nth Fibonacci number (Fy = F» =1,
Foi2 = Fyhq1 + Fy), and define the sequence ag, a1, az,... with the following recurrence
relation: let ap = 2018, and for all k£ > 0 let ax+1 = ax + F,, where F,, is the largest
Fibonacci number less than ar. Will there be any Fibonacci number in the sequence (ax)?
(4 points) B. 4951. The elements of a set V' are n-dimensional vectors (ordered n-tuples
of numbers) of which each coordinate is —1, 0 or 1. No three different vectors of V' add
up to the zero vector. Show that |V| < 2-3""'. (4 points) B. 4952. Is it possible to
dissect a cube with a finite number of straight cuts so that the pieces can be put together
to form two smaller congruent cubes? (5 points) (Proposed by Z. Gyenes, Budapest)

B. 4953. ProvethatlnnJr\f \f+ +F<\[+\[ \[Jr +F

for all integers n > 1. (5 points) (Proposed by G. Holld, Budapest) B. 4954. Line ¢ passes
through vertex A of a triangle ABC, and it is parallel to BC'. Let ¢ intersect the interior
angle bisectors of angles ABC and ACB at K and L, respectively. The inscribed circle
touches BC' at point D. Show that the circumscribed circle intersects the Thales circle
of line segment KL at two points, and these two points are collinear with D. (6 points)
B. 4955. Let n be a positive integer. What is the largest possible number of ordered triples
of non-negative integers (x1,y1, 21), (z2, y2, 22), . . . such that the following conditions hold:
(1) For all i, z; + y; + z; = n. (2) The numbers z1, z2, ... are all different, the numbers
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Y1,Y2,... are all different, and the numbers zi,z2,... are also all different. Give an
example for such a sequence of maximum length with the required property. (6 points)
(Proposed by P. Erben, Budapest) B. 4956. A transformation of central similitude
is applied to a tetrahedron ABCD with each vertex as centre. The four diminished
tetrahedra obtained are AA,A. Ay, BaBB.By, CoC,CCyand D,DyD.D. Given that these
small tetrahedra are pairwise disjoint, prove that the volumes of tetrahedra Ay B.CqD,,
ApBaD.Cqo, AcCyBaDo, AcCaDyBa, AqDpyB:.Cy and AgD.CyB, are equal. (6 points)
(Proposed by Sz. Kocsis, Budapest)

New problems — competition A (see page 227): A. 722. The Hawking Space
Agency operates n — 1 space flights between the n habitable planets of the Local Galaxy
Cluster. Each flight has a fixed price which is the same in both directions, and we know
that using these flights, we can travel from any habitable planet to any habitable planet.
In the headquarters of the Agency, there is a clearly visible board on a wall, with a
portrait, containing all the pairs of different habitable planets with the total price of
the cheapest possible sequence of flights connecting them. Suppose that these prices

are precisely 1,2,..., (n) monetary units in some order. Prove that n or n —2 is a

square number. A. 723. Let f: R — R be a continuous function such that the limit
flath)=2f(x)+f(z=h)

g(z) = ,llin}) 2 exists for all real z. Prove that g(z) is constant if and
—

only if f(z) is a polynomial function whose degree is at most 2. A. 724. A sphere G lies
within tetrahedron ABC D, touching faces ABD, ACD, and BCD, but having no point
in common with plane ABC. Let E be the point in the interior of the tetrahedron for
which G touches planes ABE, ACE, and BCFE as well. Suppose the line DE meets face
ABC at F, and let L be the point of G nearest to plane ABC. Show that segment F'L
passes through the centre of the inscribed sphere of tetrahedron ABCE.

Problems in Physics
(see page 250)

M. 377. Create a short circuit across a solar cell by connecting an ammeter across it.
Investigate how the current depends on the angle of incidence of the ,direct sun rays”. Do
not forget to set a proper measurement range for the ammeter.

G. 633. Is it possible that after a free kick is awarded to a team on a soccer pitch,
the ball bounces from the crossbar of the goal behind the goal line and from the ground
it bounces outward towards the pitch? G. 634. The inner ring of the ball-bearing shown
in the figure is at rest, the centres of the balls are undergoing circular motion at a speed
of 0.2 m/s. What is the number of revolution of the outer ring, if r =3 cm, R =4 cm?
G. 635. There is some water at a temperature of 0 °C in a bowl. Some part of it is taken
out and frozen to a piece of ice at a temperature of 0 °C, then it is put back to the bowl,
in which it floats on the top of the remaining water in it. a) Will the top of the ice be at
a greater height than the original water level? b) Which one has the greater gravitational
potential energy: the water ice system, or the original water in the bowl? G. 636. How
far may the city Miskolc be from the road sign in which the following warning is written:
“You cannot even save 8 minutes till Miskolc. Is it worth it?” (The speed limit for the
highways in Hungary is 130 km/h.)

P. 5023. The speed of an object sliding down a slope of angle of elevation 25°, is
one-quarter of the final speed that the object could have reached if there was no friction.
What is the coefficient of kinetic friction? P. 5024. An object of mass m is suspended
by a rubber thread of unstretched length [, and of force (spring) constant k. Then the
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object, which is in equilibrium, is pulled slowly, such that it moves along a horizontal line
through its initial position. What is the magnitude of the pulling force, which belongs
to the position when the rubber thread makes an angle of ¢ with the vertical? Data:
£=0.5m, p =30°, m=04kg, k=10 N/m. P. 5025. Torricelli’s experiment was carried
out by means of a thick-walled glass tube. The inner diameter of the tube is 1 cm? and its
outer diameter is 3 cm?. The mass of the tube is 624 g and it emerges into the mercury
to a depth of 2 cm. By what force should the tube be hold? P. 5026. A thin ring of mass
m and of radius R is made swing with small amplitude in two different ways. In one of
the cases the ring is supported by a horizontal cylinder of radius r, displaced a bit and
then released. In the other case a thin pin of length r and of negligible mass is attached
to the inside part of the ring, such that it points towards the centre of the ring, and the
ring is supported by this pin while it swings. The motion of the ring is planar in both
cases. In which case will the period of the oscillation be larger? P. 5027. An experimental
bicycle was powered with a rocket engine, and happened to reach the speed of 333 km/h.
Starting from rest it reached the speed of 100 km/h in 1.1 s, 200 km/h in 2.5 s, 300 km/h
in 4.3 s and in 4.8 seconds it reached the speed of 333 km/h. When did it reach its
greatest acceleration and what was the value of this acceleration? How much distance did
it cover until it reached its greatest velocity? What was the total mass if the thrust of the
rocket was 4.2 kN? P. 5028. Some air is confined in a 1 m long cylinder-shaped container.
The cylinder is moved at a constant acceleration in the direction of its symmetry axis,
while the temperature of the air in it is kept constant 7' = 273 K. At what value of the
acceleration ap, would the pressure at the front of the cylinder be a) 0.1% less than the
pressure at the back of the cylinder? b) half of the pressure at the back of the cylinder?

Hint: The density of atmospheric air as a function of the height h — if the temperature is
Mgh
constant 273 K — can be calculated with the barometric formula: o(h) = goe™ 7T | where

M is the average molar mass of the air, and the density drops to half of the sea level
value at about 5500 m above sea level. P. 5029. An iron cube is placed to the top of an
aluminium cube having the same mass as the iron cube. a) What is the average density
of the gained metal object? b) By what amount measured in g/dm® does the average
density of the object change if its temperature is increased by 15 °C? P. 5030. Small
metal spheres of mass m were attached to an insulating rod of mass m and of length 4d.
There is another metal sphere (with a hole through it) of mass m, at a distance of d
from one of the ends of the rod. This sphere can move frictionlessly along the rod. All
the three metal spheres are given a charge of ), and the system is released — the system
is floating in a space station. What will the maximum speed of the sphere in the middle
be and how much distance will the spheres move until the maximum speed is reached?
P. 5031. The capacitance of the condensers in the circuit shown in the figure is C' = 4 uF.
The system is connected to a constant voltage supply of value U = 16 V. a) Calculate
the charge of the condensers and the voltage across them. b) The switch K is opened.
How much charge flows through the voltage supply until the new equilibrium state is
reached? P. 5032. At what speed will the nucleus of a 22{Rn atom be pushed back when
it ejects an « particle? The mass of the radon isotope is 220.011394 u and the mass of
the remaining %$Po polonium isotope is 216.001 915 u. P. 5033. The angular momentum
of the interstellar cloud of mass M, consisting of cosmic dust and gases, is N. Due to the
internal gravitational effects the total material of the cloud forms two small spheres, thus
a binary star system is created. a) What is the period Tgtar of the binary star revolving
about its centre of mass, if the paths of the stars are circular and the masses of the stars
are mi1 and ma? (m1 + me = M and mq < ma.) b) What can the distance between the
stars be? ¢) If the distance between the two stars is not exactly constant, but varies with
a small amplitude, what may the period of this variation be?
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