Monte-Carlo-moddszerek 1.

Monte-Carlo hires a kaszindirdl és az ott folyd szerencsejatékrdl. A szeren-
csejatékok kapcsolata a matematikaval a XVII. szazadban Pascal és Fermat mun-
kassagéaval kezd6dott. A szerencsejatékok, és altaldban a véletlen jelenségek tobb
érdekes és nehezen megoldhaté matematikai problémét eredményeztek. A megolda-
sukkal olyan kérdésekre kaptak valaszt, melyek régota foglalkoztattak a jatékosokat.
A kedvelt jatékokrdl megallapitottak, hogy melyik fél szaméra mennyire ,nyerd”.
Természetesen az is nyilvanvalé volt, hogy a kiszamitott valészintiségeket egyetlen
jatékra nincs értelme alkalmazni, hanem sok jaték eredményét kell foljegyezni és
Osszegezni. A jatékok nem vesztettek vardzsukbdl, ugyanakkor igazi kihivéds volt
a matematikusoknak egy-egy valdsziniiség kiszamitasa.

A XX. szdzad kozepén a szamitégépek megjelenésével a szerencsejdték és a ma-
tematika is 1j lehetéségeket nyert. A kiszamitott valdsziniiségeket ,ellenérizni” is
lehetett nagyszamu kisérlettel. Csak meg kellett tanitani a szamitégépet kockat
dobni: a gép N-szer elvégez egy kisérletet, és minden kisérletben véletlenszertien
valaszt a lehetOségek koziil. Az igy nyert relativ gyakorisagok és a matematikai
uton szamitott valészintiségek Osszevethetok voltak.

A Monte-Carlo-mddszerek egy specidlis problémamegoldasi lehetoséget jelen-
tenek, melyeket sikerrel alkalmaztak a matematika, fizika valamint az informatika
teriiletén. Az alapgondolat az el6bbi ,ellendrzés” forditottja. Mit tehetiink akkor,
ha a vizsgdlt jelenség bizonyos értékei nem kiszamithatdk, tehdt nincs zart, konnyen
kiértékelhet6 formula az eredmény meghatarozasara? Az egyik Ut mar ismert volt
a szamitégépek el6tt: numerikus modszerekkel meg lehetett hatdrozni olyan sza-
mitéasi 1épéseket, melyek megfelelé6 pontossaggal megkozelitik a keresett mennyisé-
geket. A numerikus mddszerek alkalmazdsaban is nagy segitség volt a szamitdgép.
A Monte-Carlo-mddszer mast javasol: szimulaljuk sokszor a problém#hoz kapcsol-
hato kisérletet, és a kapott eredmények alapjan adjunk kozelitést a keresett isme-
retlen értékekre.

Lassuk el6szor egy klasszikus valdszintiségszamitas feladatnal a moédszer mii-
kodését: a 2008. marciusi szamunkban megjelent B. 4080. feladat: A koérvonalon
egymastol fiiggetleniil véletlenszeriien kivalasztunk 3 pontot. Mi annak a valdszi-
nisége, hogy az altaluk meghatérozott haromszog hegyesszogii?

A feladat tobb szép megoldasa olvashaté honlapunkon, ezért nem volna sziik-
ségiink a Monte-Carlo-mddszerre, hogy az eredményt kozelitsiik, mégis tanulsa-
gos a példa. A kisérletben véletlenszertien elhelyeziink pontokat egy egységsugart
koron, majd meghatarozzuk a kapott haromszog szogeit, és megéllapitjuk, hogy
hegyesszogli-e. A kisérletet N-szer elvégezve megszamoljuk a hegyesszogli harom-
szogeket. Ha ezek szama k, akkor a kisérletsorozatban a hegyesszogii hdromszogek
eléforduldsanak k/N relativ gyakorisdgat kapjuk, ami elég nagy N esetén megfele-
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16en pontos lesz. Kérdés ugyanakkor, hogy pl. két tizedesjegy pontossaghoz milyen
N értéket érdemes megadni, de ezt hagyjuk kés6bbre, most foglalkozzunk a kisér-
letsorozatot megvalésitd programmal.

Probaljuk meg elkésziteni a szamitdgépes programot. Legyen egy egységkor
a koordinata-rendszer kezddpontjdban, és A(ax,ay), B(bz,by) és C(cx,cy) a vé-
letlenszeriien véalasztott csticsok. A legtobb programozési nyelvben megtaldlhaték
véletlenszamok, pl. egy valds értéket kaphatunk a [0;1] intervallumbdl (jelsljiik
ezt RND-vel). Azt a kérdést, hogy a szamitégép miként allit el6 véletlen értéket,
hagyjuk késébbre. Amit biztosan tudnunk kell RND-rél, hogy egy futé program
N egymast koveté RND értékét dbrazolva az egység intervallumon, azok nagyja-
bél egyenletes stlirtiséggel helyezkednek el. Azaz minél nagyobb a pontok N szdma,
anndl jobban teljesiil, hogy az intervallum barmely szakaszanak hossza, és a rajta
megtalalhat6 pontok szama kozott egyenes ardanyossag all fonn. Elso otletiink, hogy
RND értékét 2-vel megszorozva és 1-gyel csokkentve méris adédik mindharom cstics
y koordinatdja. Az = koordindtak szamitasahoz hasznaljuk a Pitagorasz-tételt, il-
letve egy-egy masik véletlenszamot: ha ez utdbbi 0,5-nél kisebb, akkor a pozitiv,
egyébként a negativ x koordinatat vélasszuk. fgy véletlenszertien kijelltiink ha-
rom pontot a koriven, mar csak a szogeket kell kiszamolni. A kisérletet sokszor
elvégezve egy relativ gyakorisadggal tudjuk kozeliteni a keresett értéket.

Gondoljuk meg, hogy helyesen jartunk-e el. Tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy
a valdszintiség klasszikus kiszamitasi médja, a kedvezd és Osszes esetek hanyadosa
csak akkor adja a valdszinliséget, ha a kisérletben szerepld elemi események mind
egyenlé valoszinliséggel kovetkeznek be. Hasonldéan figyelniink kell a geometriai
valészintiség meghatarozasakor is. Mivel jelen esetben a cstcsok egy koriven he-
lyezkednek el, ezért sziikséges, hogy ott barmely két azonos hosszusagu ivre ,ko-
zel” azonos szamu pont Keriiljon. A koordinatak elébbi megvalasztasaval azonban
ezt az iveknél nem teljesitettiik (1d. bal oldali 4bra), mivel ott két azonos hosszu-
sagu szakaszhoz két kiilonbozé hosszusagu iv tartozik. Akkor jarunk el helyesen,
ha az RND értékét add [0; 1] intervallumot a korivnek feleltetjiik meg. Tehdt egy
véletlen csticsot pl. az x tengelytdl adott irdnyban folmért [0; 27[ szog jelsl ki a kor-
vonalon.
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A program feladata a kovetkezd: N szamu kisérletet végez, és minden esetben
megallapitja, hogy a kapott pontok egy hegyesszogli hdromszog csucsai-e. Megsza-
molja ezeket, és a kapott k darabszamot a végén elosztja N-nel.

Eljaras Hegy3korvonal(N)
k:=0 (hegyesszdgli hdromszdgek szama)
Ciklus h := 1-tél N-ig
alfa := 27« RND(0, 1)
ax := cos(alfa) : ay := sin(alfa)
beta := 27« RND(0, 1)
bx := cos(beta) : by := sin(beta)
gamma := 27w« RND(0, 1)
cx = cos(gamma) : cy := sin(gamma)
Ha hegyes(ax,ax,bx,by,cx,cy) akkor k := k+1
Ciklus vége
Ki: k/N
Eljaras vége

Az eljardasban szerepld hegyes() fiiggvény megéllapitja, hogy a kapott koor-
dinatakkal jellemzett haromszog hegyesszogili-e. Ehhez a szogek pontos nagysigat
nem kell meghatarozni, csak azt, hogy derékszognél nagyobb, kisebb, vagy vele
egyenl6-e. Példaul az A cstcsndl 1évo szogrol elég informéciét ad az AB - AC ska-
laris szorzat elGjele. A fliggvény mindhdrom skaldris szorzat pozitiv értéke esetén
ad igaz valaszt. Ennek elkészitését az olvaséra bizzuk.

Viéltoztassuk meg a feladatot tgy, hogy most a pontok egy koérlapon talal-
haték! Akkor jarunk el helyesen, ha biztositjuk, hogy a korlapon véletlenszeriien
helyezkedjenek el a csticsok. Minél tobb kisérletet végziink, anndl jobban teljesiil-
nie kell, hogy a véletlenszerlien véalasztott pontok ,egyenletes siirtiséggel” vannak
elszorva a korlapon. Pontosabban fogalmazva: legyen a korlap egy T} és Ts teriiletli
részére es6 véletlen pontok szdama P; és P,. A kisérletek szamédnak novelésével a
Py /P, hédnyados kozeliti a Ty /Ty értékét, mikozben N értéke novekszik.

A korvonalndl lattuk, hogy a kapott [0, 1] intervallumot kib&vitettiik [0, 27[
intervallumma. Most teriiletekrol van sz, igy jo gondolatnak tlinik, hogy egy
véletlen csiucs x és y koordinatajat jelentse egy-egy RND érték. Ekkor azonban
egy egység oldali négyzeten oszlanak el egyenletesen a pontok. Ez nem jelent
gondot, ha az egységsugari koron kiviili pont esetén ujra prébalkozunk, és egy
masik véletlen szampéart kériink. Ezzel persze tovabb tart a program futdsa, de
a megoldas a kitlizott feladatot oldja meg. A program ezek alapjan a kovetkezo:

Eljaras Hegy3korlap(N)
k:=0 (hegyesszdgli haromszdgek szama)
Ciklus h := 1-t6l N-ig
ax := RND(0,1) : ay := RND(0,1)
Ciklus amig ax? +ay? > 1
ax := RND(0,1) : ay := RND(0,1)
Ciklus vége
... hasonléan a masik két csiccsal
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Ha hegyes(ax,ax,bx,by,cx,cy) akkor k := k+1
Ciklus vége
Ki: k/N
Eljaras vége

A feladat tovabb b&vithetd, pl. folvethetd, hogy a korvonalon vagy a korlapon
véletlenszeriien valasztott pontok atlagosan mekkora keriiletii, teriileti haromszo-
get hatdroznak meg. Ez utébbi feladatok eredménye Osszetett szamitasokkal kap-
hatd, mig Monte-Carlo-mddszerrel az eddigiekhez hasonléan.

Lapunk korabbi szamaiban foglalkoztunk a téméval, a megjelent cikkek koziil
most Cserti Laszlé: A munkdra fogott véletlen, 1. részét' ajanlandnk, amelyben t6bb
jo példat lathatunk a médszer hasznalatara.

Schmieder Laszlé

Informatikabdl kittizott feladatok

1. 448 (E) Egy fanatikus kosarlabda-szurkolo elore szeretné megvenni a be-
lépbjegyeket a bajnoksag februartél majusig terjedd idészakanak bizonyos mér-
kézéseire. Kedvenc csapata a Voros_Rokak, de szivesen nézi a Computerbonto és
a Bohocok meccseit is. Rendelkezésiinkre 4all, és honlapunkrol letolthet6
a naptar.txt dllomany, amely a mérkozések adatait és a szurkolonak a belépok
megvasarlasara tervezett maximalis pénzkeretét tartalmazza.

Az allomény elsd sordban a naptdrban szerepld mérkdzések szdma N (1 <
< N <€ 100) és a jegyvésdrldsra szént maximélis pénzkeret P (2000 < P < 50000)
talalhaté. Az ezt kovetd N sor az egyes mérkézések négy adatat tartalmazza: a hazai
csapat neve, az ellenfél csapatanak neve, a nap sorszama az éven beliil és a jegyar.
A mérkozések egy napon beliil sem kezd6dnek egyszerre, a szervezék biztositjdk,
hogy elvileg mindegyik megtekinthetd legyen.

Készitsiink programot 1448 néven, amely megoldja az alabbi feladatokat, ame-
lyekkel a szurkol6 jegyvalasztasat segitjiik. A képernyére irdst igényl6 részfeladatok
eredményének megjelenitése elétt {rjuk a képernyére a feladat sorszéamdt (példaul
4. feladat:). A beolvasds el6tt a vért tartalomra vonatkozé iizenetet jelenitsiink
meg.

1. Olvassuk be a naptar.txt allomany adatait és a kovetkezo feladatokat ezek
alapjan oldjuk meg.

"http://db.komal . hu/KomalHU/showpdf . phtml?tabla=Cikkéid=200459.
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