Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1467. Az O kozéppontt, 2r sugaru és az O-n athaladd, r + 1 sugart korok
metszéspontjai legyenek A és B. Mekkora lehet r, ha az AB szakasz a kisebbik kor
atméréje?

C. 1468. Igazoljuk, hogy ha a és b nemnegativ szamok, akkor

1 1
§(a+b)2+1(a+b) > aVb+bya.

Mikor all fenn egyenléség?
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A B pontversenyben kittizott feladatok
(4930-4938.)

B. 4930. Bergengociaban, , Turdgus” faluban harom vallds képvisel6i a Nap-
imaddk, a Holdimadodk és a Foldimadok. A vallasi el6irdasok szerint a szentélynek
a falu valamennyi hazatdl vett tavolsagosszege a lehet6 legkisebb kell, hogy legyen
(fiiggetleniil attdl, hogy a hézban milyen vallds hivei élnek.) Igazoljuk, hogy ha
a Napimaddknak, és a Holdimadéknak mar van egy-egy szentélye a faluban, akkor
a Foldimadok is tudnak épiteni egy tjabb szentélyt. (A falu sik terepen teriil el, és
a szentély, illetve a falu hézai is pontszeriinek tekintendéek.)

(3 pont)
B. 4931. Mutassuk meg, hogy egy haromszog a, b, ¢ oldalaira teljesiil, hogy

a*(b+c)+ b*(a+c)
abc

> 3.

(3 pont)

B. 4932. A Nagy Meseorszdgi Bestidriumban az év minden hetére jut egy-
egy sarkany. A legfiatalabb sarkany, Alajos 13-fejli, a kovetkez6 sdrkdny Botond
14-fejli ... (és gy tovabb, minden djabb iddsebb sarkanynak eggyel t6bb feje van,
mint az el6z6nek), mig a legiddsebb sarkdny Zodrd 64-feji. A meseorszigi szer-
zetesek elkészitették a Nagy Sarkanymesés Kédexet. A Kddexbe csak az a mese
keriilhet be, amelyben szereplo sarkanyok fejeinek a szama pontosan 1001. Bér-
mely két mese esetén van legalabb egy olyan sarkany, ami csak az egyik mesében
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szerepel. Miutan a Kédexbe a fenti feltételeknek megfelel§ tsszes lehetséges mesét
lejegyezték, a 13-fejii Alajos, vagy a 14-fejii Botond szerepel-e tobb mesében?

(5 pont)

B. 4933. Hatarozzuk meg az egységnégyzetbe irt maximalis keriiletii szaba-
lyos haromszog teriiletét.

(4 pont)

B. 4934. Tetszbleges n és k pozitiv egészek esetén jelolje f(n,k) azt, hogy
egy n X k-as racstéglalap egyik atléja hany egységnégyzet belsején halad keresztiil.
Héany olyan n, k szampdar van, amelyre n > k, és f(n, k) = 20187

(4 pont)

B. 4935. Adott az O csicsu szog szérai kozé irt két érintd kor, wy és wy. Egy,
az O pontbdl indulé félegyenes az wq kort az Ay és a By, az wy kort az A, és
a By pontban metszi gy, hogy OA; < OBy < OAy < OBy (14sd az dbrdt). A v
kor beliilrdl érinti az wy kort és érinti az wo kor A; ponton atmené érintéit. A o
kor pedig beliilrdl érinti az wo kort és érinti az wy kér By ponton dtmend érintdit.
Bizonyitsuk be, hogy a 71 és 2 korck sugara egyenlo.

(5 pont) (Kvant)

B. 4936. Rogzitsiik a k korben az atmérotél kiilonbozé AB hirt, ennek fele-
zépontja legyen F'. A k korvonal A-t6l és B-t6l kiilonbozé pontja legyen P. A PF
egyenes messe a k kort masodszor X-ben, X tiikorképe az AB felez6merdlege-
sére Y. Bizonyitsuk be, hogy van a siknak egy olyan pontja, amelyen a PY egyenes
P minden helyzetében atmegy.

(5 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszld (Budapest)

B. 4937. A sikon kivalasztunk rdcsnégyszogeket tgy, hogy igaz réjuk a ko-
vetkez6: akarhogy szinezziik a racspontokat véges sok szinnel, mindig van olyan
kivélasztott négyszog, amelynek minden csiicsa ugyanolyan szinti. Bizonyitsuk be,

hogy van végtelen sok olyan kivalasztott négyszog, amelyek koziil semelyik kettonek
nincs kozos csicsa.

(6 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlo (Budapest)
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B. 4938. Ismert, hogy a térusz feliiletére ré lehet rajzolni a 7 pontu teljes gra-
fot (14sd pl. a Csaszdr-poliédert). Egy sarga gorbe bogre oldaldn kijelsliink 7 pontot,
és barmelyik kettét Ossze akarjuk kotni egy-egy gorbével dgy, hogy semelyik két
gorbének ne legyen kozos belsé pontja. Legalabb héany gorbét kell ennek eléréséhez
atvezetniink a gorbe bogre fiilén?

(6 pont)
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%

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(716-718.)

A. 716. Az ABC haromszog belsejében, az A-bdl indulé szogfelezén felvettiink
egy D pontot. Legyen a BD és AC' egyenesek metszéspontja E, a CD és AB
metszéspontja F. Az ABC héaromszog koriilirt korét az EF egyenes a P és @
pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy ha O a DPQ kor kézéppontja, akkor OD
merdleges BC-re.

Javasolta: Michael Ren (Andover, Massachusetts, USA)

A. 717. Egy pozitiv egészt lustdnak neveziink, ha nincs 3-nél nagyobb prim-
osztdja. Mutassuk meg, hogy két szomszédos négyzetszdam kozott legfeljebb két
lusta szam lehet.

Javasolta: Gyenes Zoltdn és Kdés Géza (Budapest)

A. 718. Jelolje Rz, y] a kétvéltozds, valds egyiitthatds polinomok halmazét.
Azt mondjuk, hogy az f € Rz, y] polinomnak az (a,b) szdmpdar zérushelye, ha
f(a,b) =0.

Igaz-e, hogy ha a p,q € Rz, y] polinomoknak végtelen sok kozos zérushelye
van, akkor létezik olyan nem konstans r € R[x, y] polinom, ami kiemelhet6 p-b6l és
g-bodl is?

%
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