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Emlékeim Csaszar Akosrol

¥

Csészar Akos professzort nagyon komoly, szinte megszdlithatatlan, a végtelen-
ségig kotelességtudd, szavatartd, kiemelkedGen nagy tudédsi embernek tartottam
egyetemista koromban. Nem volt médom jobban megismerni, engem a masik ana-
lizis tanszék oktatdi tanitottak az ELTE-n.

Vagy tizenot évvel kés6bb mint a Bolyai Janos Matematikai Téarsulat elntke
tobbszor beszélt velem a KoMaL centenariuma, angol nyelvii szamai és persze
a kiadas anyagi gondjai kapcséan. fgy tortént, hogy & lett a MATFUND Alapitvany
egyik alapitdja. Ezzel hozzajarult ahhoz, hogy a magyar matematika egyik nagy
kincse, hagyomanya, a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok (sok més kiilf61di
tarslappal ellentétben) életben maradt. Tébb éven at 6 tartotta a KoMaL ankétok
megnyitdjat, atadva a legjobbaknak a dijakat.

Csészar Akos elsé publikiciéja minden bizonnyal a Kozépiskolai Matematikai
és Fizikai Lapokban jelent meg. A K6Mal, adatbédzisdban megtalalhaté a XV. év-
folyam 1939. maércius 15-i szdma, benne a 15 éves Csdszar Akos egyetlen, a Ko-
zépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokban megjelent megoldasa, egy tévedéssel:
az iskoldja nevét eltévesztették. A megoldas a boritén lathaté. A KoMal archi-
vumanak tanisaga szerint 1938 novembere és 1939 méjusa kozott 35 matematika
gyakorlat j6 megoldasat kiildte be.

Errél igy emlékezett a Miért lettem matematikus ciml konyv (Szerkesztette:
Roka Séndor, kiadta a Typotex kiadé 2003-ban) egyik {résdban: ,A matematikus
hivatds gondolata koran megjelent bennem. A gimnéziumot a ciszterci rend Bu-
dapesti Szent Imre Gimnaziumaban végeztem 1934 és 1942 kozott, s mar az elsd
(a mai szdmozasnak megfeleld 6todik) osztdlyban kivalé matematikatanar tani-
tott ... A matematikit az 6todikben Lovas Ambré tandr tr vette &t, aki szintén
igen j6, szinvonalas pedagdgus volt. O ismertette meg velem a Kozépiskolai Ma-
tematikai és Fizikai Lapokat, amelynek révidesen szorgalmas megoldéja lettem;
sajnos csak egy évig, mert a lapot mar a kovetkezo Osszel, papirhidnyra hivatkozva
(de bizonyara a szerkeszt6 [1] szdrmazdséra tekintettel, politikai okb6l) megsziintet-
ték. fgy azutén egyetlen feladatmegoldds jelent csak meg az én nevem alatt (sajnos
tévesen megjelolt iskolai hovatartozdssal) . ..

Az érettségi évében tobb tanuléversenyen is sikeresen szerepeltem. Els6 dijat
nyertem az Orszdgos Kozépiskolai Tanulmanyi Versenyen matematikabdl, majd
ugyancsak elsé dijat kaptam az akkor Eotvios-versenynek nevezett, ma Kiirschak
Jozsef Verseny néven ismert tanuléversenyen.

A fentiekbdl tgy latszhat, hogy a matematika irdnt egyoldalian érdekl6d6
tanul6 voltam. Ez nincs {gy: tulajdonképpen minden (vagy majdnem minden) ér-
dekelt, amit az iskolaban tanultunk. Ennek eredményeképpen mind a nyolc osztaly-
ban én kaptam az egyes osztdlyok legjobb tanuléjanak jaré jutalomkonyvet a tanév
végén.”
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Azt hiszem, egész életében ,,mintatanulé” maradt. Nagyon szeretett kirdndulni,
a novénytan kitlin6é ismerdje volt, de nemcsak ez volt a hobbija. Eredetileg el
szerette volna végezni a Zeneakadémidt zeneszerzés szakon, és bar ezt feladta,
a koncertekre partitiraval a kezében {ilt be, hogy a zenét is pontosan kovethesse.

Nem mindennapi életrajza elolvashaté a Wikipédidn vagy az MTA nekroldg-
jaban [2].

A Péazmany Péter Tudomanyegyetemen szerezte meg matematika-fizika szakos
kozépiskolai tandri diplomdjat 1947-ben (természetesen summa cum laude), tiz év
milva pedig mér egyetemi tanarnak nevezték ki az akkorra mar Eoétvos Lorand
nevét visel6 tudomanyegyetemen. Tobb évtizeden at volt az analizis tanszék veze-
t6je, egyuttal az MTA Matematikai Kutatdintézet topolégia osztalydnak vezetdje.
1996-ban lett professor emeritus.

Még az 50-es években kandiddtusi, majd akadémiai doktori cimet szerzett,
1970-ben a Magyar Tudomanyos Akadémia levelezd, 1979-ben rendes tagjava va-
lasztottdak. Mind az MTA-n, mind a tudoményos kozélet egyéb teriiletein elnckségi,
elnoki szerepeket t6ltott be. A Kossuth-dij csak egyike volt 6t évtized alatt kapott
szamos rangos kitiintetésének.

Matematikusként a valés fiiggvénytan és a topoldgia nemzetkozi hirli kutatdja
lett. Nevéhez fiizédik a Csédszar-féle test, az egyetlen, atld nélkiili nem konvex
poliéder megtaldlasa [3].

A KoMalL archivumaban taldlhaté Szilassi Lajos 2008-ban megjelent cikke,
amelyben tobbek kozott szé van a Csdszér-poliéderrdl is [4].

Tudoméanyos munkassdgat nem az én tisztem méltatni, de tobb, mint 180
referdlt publikdciéja 6nmagaért beszél.

A matematika tudoményanak 6t jeles képviseléje, Aczél Jdnos, Csédszér Akos,
Fuchs Laszl, Gaél Istvan és Horvath Janos mindegyike 1924-ben sziiletett. A Big
Five-nak nevezett csoport 80. sziiletésnapja alkalmabdl 400 év matematika cimmel
rendeztek konferencidt az MTA Rényi Matematikai Kutatéintézetben, 2004-ben.
Akkor a tudomanyos iilésen mind az 6t neves tudds eléadést tartott. A Big Five
elnevezés Fejér Lip6t (1880-1959) iskolateremt magyar matematikustol, az MTA
rendes tagjatdl szarmazik, 1947-es végzis évfolyama 6t legtehetségesebbnek tartott
tanitvanyat tisztelte meg vele. 2014-ben pedig az MTA Matematikai Tudomanyok
Osztalya rendezett konferencidt az Akadémidn, az &t 90 éves tudds tiszteletére.
Csédszar Akos ekkor mar nem szerepelt a nyilvanossdg elétt. 2017 decemberében,
94 éves kordban csendben elment koziiliink.

Tiszteletére emlékiilést rendeznek 2018. februdr 26-an [5].

Hivatkozasok

[1] Az 1893-ban alapitott, kozépiskoldsoknak sz6lé6 matematikai lapot az elsd vildghdbord
utdn djraindité Faragdé Andorrdl, a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok szer-
kesztGjérol a KoMal, 2017 oktdberi szaménak hatsé boritéjan, az Erinté elektroni-
kus matematikai lapok 2. és 3. szdméban (http://ematlap.hu/index.php/interju-
portre-2016-12/365-farago-andorrol-ket-tetelben-i-felkeszules-a-tanari-
palyara-a-xix-szazad-vegen és http://ematlap.hu/index.php/interju-portre-
2017-03/405-farago-andorrol-ket-tetelben-2-tanar-es-lapszerkeszto-a-xx-
szazadban), valamint legutébbi, hatodik szdméban is (http://ematlap.hu/index.
php/interju-portre-2017-12/627-arckep-helyett ) lehet olvasni.
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[2] http://mta.hu/mta_hirei/elhunyt-csaszar-akos-matematikus-az-mta-rendes-
tagja-108334.

[3] Csészar, A4 polyhedron without diagonals, Acta Sci. Math. Universitatis Szegedi-
ensis, 13 (1949-50), pp. 140-142.

. i ?id=
: . . . 7 ,
[4] http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtm1?id=201002
https://www.komal.hu/cikkek/2008-01/toroid.h.shtml.

[5] http://www.bolyai.hu/meghivo_Csaszar,20emlekules.pdf.

Olah Vera

Thiry Imréné| (1930-2018)

Thiry Gabi bucsuztatasa

Drdga Gabika, Gabi néni, ahogy Te is hivtad magad mindig, akkor is, amikor
még nem voltdl ,néni” korban.

Nélad jobb, érzékenyebb, segitékészebb, empatikusabb, figyelmesebb, szeret-
nivalébb embert nem ismertem, és ezzel igy vannak mindenkori kollégaid, tanitva-
nyaid, és sziileik is.

Kevés embert ismeriink, akit Nélad tobben szerettek, tiszteltek volna. Su-
garzo bizalmad, jéhiszemiiséged, figyelmességed fényében mindenki fontos ember-
nek érezte magdt, és ezért nagyon halds volt/nagyon héldsak voltunk Neked, és
mindenki megprobalt egy kicsit olyan értékessé, jova, tehetségessé, tigyessé, okossa
valni, amilyennek Te lattad.

Kivélé tanar, pedagdgus voltal. Képes voltal tanitvanyaidba dtsugarozni a ma-
tematika szeretetét, a logikus gondolkodas, a pontos munkavégzés, a szorgalom,
a masik ember — legyen az felnétt vagy gyerek — tiszteletét, az onfegyelem és a segi-
teni akaras igényét. Kristalytiszta gondolatmenetedet a feladatok megoldasa soran
minden gyerek megértette. Aki nem, annak kiilon, tanéran kiviil segitettél. Tiirel-
med végtelen volt. A tehetséges gyerekek szaméra megmutattad a sikerhez vezetd
utat, és szakmai segitséggel, edzéssel, biztatassal elinditottad ket az uton. Ami-
kor a varva vart siker bekovetkezett, megtanitottad Sket egyiitt élni a sikerrel, és
akinek munkija ellenére elmaradt a vart eredmény, segitettél elviselni és feldol-
gozni a kudarcot. Soha nem hazudtal tanitvanyaidnak képességeikre vonatkozdan,
de mindig az értékeiket, a jovOben legigéretesebben kibontakoztathatd tehetség-
morzsakat hangsulyoztad, tudatositottad.

Félelmetes memoriad valamennyi tanitvanyodat megérizte, nemcsak a nevii-
ket, az érettségi évét, a matematika tantargyhoz valé hajdani viszonyukat, hanem
karrierjiik alloma&sait, sikereiket, kudarcaikat, maganéletiik Veled megosztott 6ro-
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meit és gondjait is. Lehetetlen még megbecsiilni is azon tanitvanyaid szamdt, akik
felnétt korukban is kapcsolatot tartottak veled, felkerestek tanacsért, biztatd szé-
ért, vagy azért, hogy beszamoljanak életiik alakuldsarol.

Erté figyelmed elétt nem maradhattak titokban kollégdid gondjai, problémaéi
sem, hidba prébaltuk azokat eltitkolni a kiilvildg el6tt. Egy-egy nehéz, problémak-
kal terhelt napunk végén, este megcsorrent a telefon. Te hivtdl, mert aggddtal ér-
tiink, lattad, hogy valami nincs rendben koriilottiink, benniink. Es akkor mindent
el kellett mondani neked Oszintén. Megnyugtatd szavaid, bolcs tanacsaid nyoméan
elvonultak a viharfelhék a fejlink f6liil, mert minden szavadbdl optimizmus, életsze-
retet, a problémdak megoldhatdsagaba, és nmagunk erejébe és képességeibe vetett
hit sugarzott. Ettdl kezdve a probléma megoldasdig, a beteg csalddtagunk gyogyu-
lasdig, maganéleti vagy iskolai problémank rendez6déséig mellettiink voltal, fogtad
a keziinket.

Te azonban nem engedted meg, hogy segitsiink neked. A ,hogy vagy” kérdé-
stinkre mindig ugyanaz, a csillogé szemmel mondott vdlasz érkezett: ,Pompdsan
vagyok”. Akkor is, amikor dromben vagy sikerben volt részed, és akkor is, amikor
problémdkkal kiizdottél, amikor mdr nehéz volt szaimodra az élet. Végtelen szerény-
séged nem engedte meg, hogy mdsokat terhelj a magad problémdival.

Nem kényeztetett el az élet. Imadott férjed korai elveszitésétol kezdve a tanitds,
az iskola, a tanitvanyok, a kollégdk és a matematika toltotte ki az életedet, és Te
igy éltél teljes életet. Nyaranta, amikor nem az iskola foglalta el a napjaidat,
masodik otthonod, Balatonakarattya, a Balaton, az tszéas, régi tanitvanyok és
kollégak latogatdsai, és a fennmaradé idoben a ,,példazgatas” toltotte ki az életedet,
és tartott meg nyugodt, deriis embernek.

Dréga Gabika! A matematika munkakozosség azon szerencsés tagjai, akik ré-
szesei lehettek, nem felejtik az akarattyai kozos bogracsozasokat, az altalad gondo-
san megtervezett kozos jatékot, a szomszédok irigységét is kivalté nagy nevetése-
ket, a nagy beszélgetéseket. Koszonjiitk, hogy olyan ,,Gabi nénis” egyszeriiséggel és
természetességgel, sugarzé josaggal prébaltad mindvégig kozosséggé formalni ezt
a sokszin(, zabolatlansagra hajlamos csapatot.

Azon kevés kollégdk egyike voltdl, akit a Fazekas minden dolgozdja tisztelt és
szeretett. Soha nem bdntottdl meg senkit, és soha nem felejtettél el osztozni mdsok
oromeében, elismerni mdsok munkdjdt, teljesitményét, sikereit. Figyelmességeddel
sok kellemes percet tudtdl szerezni mdsoknak.

Kisérjen utolsé utadon mindenkori tanitvdnyaidnak, még aktiv, és madr nyug-
dijas Fazekasos, vagy volt Fazekasos kollégdidnak, az iskola minden dolgozdjanak
soha el mem muld szeretete, haldja, tisztelete.

Dréga Gabika! Te, aki angyal voltal itt a foldon, vigydzz rank onnan fentrél,
és mi igérjiik, hogy igyeksziink mélték lenni a belénk vetett bizalmadra.

Nyugodj békében.

2018. januar Hamori Veronika
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Jelentés a 2017. évi Kiirschak Jézsef
Matematikai Tanuléversenyrol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a 2017. évi Kiirschak Jézsef Matematikai
Tanul6versenyt oktober 6-an, kozépeurdpai id6 szerint 14 érai kezdettel rendezte
meg a kovetkez6 huszonkét helyszinen: Békéscsaba, Budapest, Cambridge, Csik-
szereda, Debrecen, Eger, Gyor, Kaposvar, Kecskemét, Kolozsvar, Miskolc, Nagy-
kanizsa, Nyiregyhdza, Pécs, Sopron, Szeged, Székesfehérvér, Szolnok, Szombathely,
Tatabanya, Veszprém és Zalaegerszeg.

A Térsulat elnoksége a verseny lebonyolitasara az aldbbi bizottsagot kérte fel:
Biré Andrds, Fleiner Tamds (elndk), Frenkel Péter, Kos Géza, Maga Péter (titkér),
Pach Péter Pdl, Pelikdn Jozsef. A bizottsdg szeptember 13-diki iilésén a kovetkezd
feladatokat tlizte ki:

1. Legyen ABC tetszbleges hdromszdg, és vdlasszuk az A', B’ és C' pontokat
eqgymdstdl fiiggetleniil, egyenletes eloszldssal rendre a BC, CA és AB oldalakrdl.
A stk Z pontja esetén jeldlje p(Z) annak a valdszinidségét, hogy az AA', BB’ és
CC' egyenesek dltal hatdrolt hdromszig tartalmazza Z-t. Hatdrozzuk meg az ABC
hdromszdignek azt a Z belsé pontjdt, amelyre p(Z) a lehetd legnagyobb.

2. Vannak-e olyan f(x) és g(x) wvalds egyiitthatds polinomok, amelyekre az
3 2 .. P
f(x)” = g(x)® polinom elsbfoki?

3. Egy n x n-es T tabldzat mezdibe eqy-eqy szdmot irtunk ugy, hogy egyik
sorban sem szerepel kétszer ugyanaz a szam. Bizonyitsuk be, hogy dt lehet rendezni
aT-ben szerepld szdmokat gy, hogy az dtrendezés utdni T™ tdbldzat minden sordban
pontosan ugyanazok a szamok dlljanak, mint amelyek T megfeleld sordban dlltak,
de T* semelyik oszlopdban se szerepeljen kétszer ugyanaz a szdm.

A bizottsdg a beérkezett dolgozatok atnézése utdn, november 23-i iilésén a ko-
vetkezd jelentést fogadta el:

»A verseny minden helyszinen rendben zajlott le: a sikeresen bevezetett el6-
regisztraciot kovetden a 140 jelentkez6tol 6sszesen 115 dolgozat érkezett be.

Az idei versenyen a szamos versenyz6 altal megoldott els6 feladat bizonyult
a legkénnyebbnek. Azonban a méasodik feladatra nemcsak megoldas, de még értékel-
heto részeredmény sem érkezett. Ugyanakkor a harmadik feladatot hatan oldottak
meg vagy jutottak a megoldas kozelébe. Mindezekre tekintettel a versenybizottsig
idén nem ad ki I. dijat.

Hérom versenyzé oldotta meg helyesen az els6 és a harmadik feladatot. Ezért

I1. dijban és fejenként 30000 Ft pénzjutalomban részesiilnek

Janzer Orsolya Lili, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola
és Gimndzium 12. osztdlyos tanuldja (tandrai Hujter Bdlint, Gyenes Zoltdn, Sziics
Gdbor, Pésa Lajos és Janzer Barnabds);
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Matolcsi David, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola
és Gimnézium 11. osztdlyos tanuldja (tandrai Dobos Sdndor, Kiss Géza és Kiss
Gergely); valamint

Molnar-Saska Zoltan, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altalanos
Iskola és Gimndzium 12. osztdlyos tanuldja (tandrai Hujter Bdlint, Gyenes
Zoltdn, Pdsa Lajos és Sziics Gabor).

Egy versenyz6 az els6 feladat megolddsa mellett a harmadik feladatot is meg-
oldotta, azonban az indokldsa hidnyos. Ezért a teljesitményéért

III1. dijban és 25000 Ft pénzjutalomban részesiil

Kerekes Anna, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimnazium 11. osztdlyos tanul6ja, (tandrai Dobos Sdndor, Kiss Géza és Kiss
Gergely).

Két tovabbi versenyzé akadt, aki a harmadik feladatban jelentds részeredményt
ért el. Ennek megfeleléen

Dicséretet és fejenként 10000 Ft pénzjutalmat kapnak

Alexy Marcell, a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorld Altaldnos Iskola és
Gimndzium 12. osztdlyos tanuldja (tandrai Hujter Bdlint, Gyenes Zoltdn és Sziics
Gdbor) az els6 feladat hidnyos és a harmadik feladat lényegében helyes megolddsa-
ért, illetve

Zahorsky Akos, a Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altaldnos Iskola és

Gimnazium 12. osztdlyos tanuldja (tandrai Hujter Bdlint, Gyenes Zoltdn és Sziics
Gdbor) az els§ feladat helyes és a harmadik feladat hidnyos megolddsdért.

A versenybizottsdg ezuton koszoni meg minden versenyzé és felkészité tanar
munkdjat, a dijazottaknak pedig tovabbi sikereket kivanva szivbél gratuldl.”

A 2017. évi Kiirschak Jézsef Matematikai Tanuléverseny
feladatainak megoldasai

1. Legyen ABC tetszbleges hdromszdg, és vdlasszuk az A', B’ és C’' pontokat
eqgymastdl figgetleniil, egyenletes eloszldssal rendre a BC, CA és AB oldalakrol.
A stk Z pontja esetén jelolje p(Z) annak a valdsziniiségét, hogy az AA', BB' és
CC' egyenesek dltal hatdrolt hdromszog tartalmazza Z-t. Hatdrozzuk meg az ABC
hdromszdgnek azt a Z belsé pontjdat, amelyre p(Z) a lehetd legnagyobb.

Megoldéas. Legyenek Za, Zp és Z¢ rendre az AZ, BZ és CZ egyenesek
metszéspontjai az ABC haromszog szemkozti oldaldval. Jelolje

_BZa o, CZp  AZc
“ B YT ca © 77T 4B

(63
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azt, hogy ezek a pontok milyen ardnyban
osztjak az egyes oldalakat. Ekkor

ZuC _BC—BZs | BZa _
BC __ BC _ BC %

és hasonléan

ZpA . ZcoB
=1- 11 —— =1-.
C B, illetve 5 ¥

A Ceva-tétel alapjan
_BZy, CZp AZc BZyn BC CZp CA AZc AB

1= . . = . . . . . =
ZsC ZpA ZcB BC Z,C CA ZpA AB Z¢B

afy
(1-a)(1=8)(1-7)

adodik, azaz

(1) afy=(1-a)(1—=pF)(1-7).

Konnyen ldthatd, hogy az AA’, BB’ és CC’ egyenesek &ltal hatérolt (esetleg
elfajulé) haromszog pontosan akkor tartalmazza a Z pontot, ha vagy BA' < BZ 4
és CB' < CZp, valamint AC' < AZ teljesiil; vagy akkor, ha BA’ > BZ4, CB' >
> CZp és AC' > AZy 4ll fenn. Ez azt jelenti, hogy

p(Z)=apy+(1-a)(1-B)(1—7v)=2a8y=2(1-a)(1-08)(1-17),

az utébbi egyenléségek (1) miatt teljesiilnek. A szdmtani és mértani kozép kozti
egyenl6étlenséghdl

= Yapy < %M, illetve

= YT A < 2P0

p(Z)
2
3/p(Z)
2
kovetkezik, ahonnan

3/p(2) a+ﬁ+"y+3—a—ﬂ—7_
2 3 3 -

1

alapjén p(Z) < %L adédik. Egyenldség pedig akkor dllhat, ha mindkét szdmtani és

mértani kozép kozti egyenlStlenségnél egyenldség &ll, azaz ha a = 5 =~ teljesiil.
Ekkor azonban (1) miatt « = 8 =+ = 3, azaz Z az ABC héromszog silypontja.
Konnyen ellenérizhet6, hogy a silypontra minden fenti becslés csakugyan egyenl6-

séggel teljesiil. Ez pedig azt igazolja, hogy a feladat kérdésére a sulypont a véalasz.
O
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Megjegyzés. A feladat kdonnyen megoldhaté a baricentrikus koordinatak segitségével.
Legyenek tehat a, B, v az Z baricentrikus koordinatéi, azaz ? =aA+ 8B +~C, ahol
jeloli az X ponthoz tartozd helyvektort és a + 8 + v = 1. Ekkor a

. afy
PO =2 BB+ 0+

kifejezést kell maximalizdlni. Méarpedig a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlétlenség-
bdl
(a+B)B+7(r+ ) 22VaB - 2¢/By - 2y/ya = 8afy

adodik, ahonnan

p(Z) = afy afy _ 1

2 GRS Bapy 4

kovetkezik, egyenléség pedig kizardlag a = B = - esetén &ll. A kérdezett valdsziniiség tehat

a=pB=~v= 3 esetén, azaz a sulypontra maximalis.

2. Vannak-e olyan f(x) és g(x) wvalds egyiitthatds polinomok, amelyekre az
3 2 . P
f(x)” —g(x)” polinom elséfoki?

I. megoldas. Megmutatjuk, hogy nincsenek ilyen polinomok. Indirekt bizo-
nyitunk, tegyiik fel, hogy

(2) f(@)® = g(z)® = az + b, ahol a # 0.

Ez a formula akkor volna jél kezelheto, ha a jobb oldalon teljes négyzet ellen-
tettje allna. Ennek érdekében bevezetjilkk az y valtozot, és alkalmazzuk az x =
= (= y? — b) /a helyettesitést. Ekkor

—2—b
a

flx)=f ( ) =F(y?), illetve g(z)=G(y?)

teljesiil alkalmas F' és G polinomokra, ahonnan

(3) F(?) =G0") —v* = (G0 —v) (G) +v)

adddik. A bal oldali polinom fokszama 6-tal oszthatd, ezért G nem lehet konstans.
Ha F konstans tagja 0, akkor ugyanez G-re is igaz. Am ekkor a bal oldalon 4116
polinom legalacsonyabb fokua tagjanak foka 6-tal oszthatd, mig a jobb oldalon allé
esetében ez a fok pontosan 2. Ezért a G polinom nem konstans, de van konstans
tagja. A jobb oldali két tényez6 relativ prim, hiszen ha egy polinom mindkett&t
osztja, akkor a kiilonbségiiket és az Osszegiiket, a 2y és a 2G (yQ) polinomokat is
osztja, &m ez utébbi polinomok relativ primek, hisz 2G (yz) konstans tagja nem
nulla.

A valés egyiitthatés polinomok korében érvényes a szamelmélet alaptétele,
ezért (3) jobboldaldnak mindkét tényezdje egy-egy valds egyiitthatds polinom ko-
bének konstansszorosa. Mivel minden valds konstans el6all valos szam kobeként, azt
kapjuk, hogy vannak olyan, valds egyiitthatds p(y) és ¢(y) polinomok, amelyekre

(4) p)’ =Gy?) -y, illetve  q(y)’ =G(y¥?) +y
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teljesiil. Lattuk, hogy G nem konstans. Ezért a (4) két jobb oldaldn 4llé polinom
legmagasabb foku tagja megegyezik és legalabb mésodfoki. Ugyanez igaz tehat
a két bal oldalon 4ll6 polinomra is: p(y) és ¢q(y) legmagasabb foki nemnulla tagja
ugyanaz a cy”™ monom, ahol n > 1. Ekkor azonban a

(5) 2y = q(y)’ —p)’ = (a(y) — p®) - (a(v)* + a(y)p(y) + p(v)?)

egyenléség jobb oldaldn a méasodik tényezében y?" egyiitthatéja 3c? # 0, ezért
a jobb oldal nem lehet elséfokt. A kapott ellentmondés a megoldas elején kimondott
allitdst bizonyitja. O

II. megoldas. Ismét indirekt bizonyitunk, tegyiik fel tehét, hogy
(5) f(2)® = g(@)* +r(x), ahol r(z) = ax +bés a+0.

Nyilvan sem f, sem g nem lehet konstans, ezért deg f = 2k és deg g = 3k valamilyen
pozitiv egész k-ra. Legyen d = ged(f, g). Ekkor persze d? | f3 — g? = r, 4&m mivel
r els6foku, d csak konstans lehet, vagyis f és g egymashoz relativ primek. Most
(5) mindkét oldalat derivalva az

(6) 3f(2)* f'(x) = 2g(2)g' () + '

egyenldséget kapjuk, ahonnan az (5) r’-szeresébél kivonva a (6) r-szeresét,
FAfr = 3f'r) = g(gr' —29'r)

adédik. A bal oldal oszthaté azzal az f2 polinommal, amihez a jobb oldalon 4llé g
relativ prim, tehat

(7) P lgr —2g'r

Ekkor azonban deg f? = 4k, mig gr’ — 2¢g'r foka legfeljebb 3k. Rdadasul ha a g
féegyiitthatéja d, akkor (gr' — 2g'r)-ben a 3k-adfoki tag egyiitthatdja

da — 6kda = (1 — 6k)da # 0.

Vagyis a gr’ — 2¢’r polinom nem lehet a nulla polinom, és a foka pontosan 3k.

Tehat a (7) szerint a 4k-adfoki f? osztéja a pontosan 3k-adfoki, nemnulla
gr’ — 2¢'r polinomnak, ez pedig lehetetlen. O

Megjegyzések. 1. Vannak olyan nem konstans f és g polinomok, amelyekre f3 — g2
mésodfoki, példaul (z* + 2)3 — (2 + 3:L‘)2 = 322 + 8. Igazolhaté, hogy ez csak tigy lehet-
séges, ha egyrészt f és g relativ primek, masrészt pedig ha a fokszamaik deg f = 2 és
degg = 3.

2. A feladat szorosan kapcsolédik az un. abc-sejtéshez, ami az aldbbit mondja ki.
Minden pozitiv e-ra van olyan C. konstans, hogy ha a, b, ¢ relativ prim pozitiv egészek és
a+b=c, akkor ¢ < C. -rad (abc)' ™. Itt rad(n) az n radikdljdt jeldli, azaz az n kiilsnbozd
primosztéinak szorzatat. (Pl. rad(2016) = 42, rad(2017) = 2017 és rad(2018) = 2018.)
Az abc-sejtésbél szamos nehéz tétel és sejtés kovetkezik. Levezethetd bel6le példaul a nagy
Fermat-tételt sltaldnosité Beal-sejtés gyengitése, miszerint az a™ + b™ = c* egyenletnek
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csak véges sok olyan megolddsa van a pozitiv egészek korében, amelyre a, b, ¢ relativ pri-
mek és n,m,k mindegyike legaldbb 3. Az abc-sejtésre jelenleg nem ismert dltaldnosan
elfogadott bizonyitas. fgéretes fejlemény azonban Mocsizuki Sinicsi japan matematikus
2012-ben publikélt 500 oldalas munké&ja, amelyben egy egészen 1j elméletet dolgoz ki és
bizonyit szdmos szdmelméletet érinté sejtést, tobbek kozott az abce-sejtést. Mocsizuki el-
mélete azonban annyira tjszer(i, hogy még jelenleg is tart annak ellendérzése. Tekintettel
arra, hogy az intenziv munka ellenére még nem taldltak benne lényeges hibat, kénnyen
elképzelhetd, hogy a koézeli jovoben bejelentik a sejtés megoldasat. Ha pedig ez megtor-
ténik, valdsziniileg semmi sem mentheti meg a szerzét egy igen tekintélyes matematikai
dijtdl, ami persze nem lehet a Fields-érem, hiszen azt 40 év felettiek nem kaphatjak.

Ismert és bizonyitott azonban az abc-sejtésnek egy polinomos megfelelGje, az tun.
Mason-tétel. Jelolje rad(f) az f komplex egyiitthatés polinom kiilonb6z6 irreducibilis
faktorainak szorzatét. (Tehdt rad(f) foka az f kiilénbozé komplex gydkeinek szdma.)
Legyenek f, g és h olyan komplex egyiitthatdés relativ prim polinomok, amelyek nem
mindegyike konstans és f + g = h. Ekkor a Mason-tétel szerint

max (deg(f), deg(g),deg(h)) < deg (rad(fgh)) — 1.

A Mason-tétel segitségével a kitlizott feladat konnyen megoldhaté. Tegyiik fel tehat,
hogy (5) teljesiil. A II. megolddsban lattuk, hogy f, g relativ primek, tehdt f3, g% és r is
azok. Nyilvén deg(f) = 2k, deg(g) = 3k alkalmas k pozitiv egészre. A Mason-tétel szerint
ekkor

6k = max(6k, 6k, 1) < deg (rad(f3g2r)) —1=deg (rad(fgr)) -1<
< deg(fgr) — 1 =deg(f) + deg(g) + deg(r) — 1 =5k,

ami ellentmondds, igy (5) nem teljesiilhet.

3. Egy n x n-es T tdbldzat mezdibe egy-eqy szdmot irtunk ugy, hogy egyik
sorban sem szerepel kétszer ugyanaz a szam. Bizonyitsuk be, hogy dt lehet rendezni
a T-ben szerepld szdmokat gy, hogy az dtrendezés utani T* tdbldzat minden sordban
pontosan ugyanazok a szdmok dlljanak, mint amelyek T megfeleld sordban dlltak,
de T semelyik oszlopdban se szerepeljen kétszer ugyanaz a szdm.

I. megoldas. Egy n x n-es tédbldzat k-dik oszlopanak hibdja legyen n — d(k),
ahol d(k) jeloli a k-dik oszlopbeli kiilonbozd szamok szamét. A tdblazat dsszhibdja
pedig legyen a tablazatbeli oszlopok hibainak ¢sszege. Azt kell igazolnunk, hogy T'
sorain beliil lehet igy permutalni az ott allé szamokat, hogy az igy kapott tablazat
Osszhibdja 0 legyen. Az aldbbiakban egy olyan eljarast mutatunk, amely tetszéleges
pozitiv 6sszhibdju tablazat esetén bizonyos sorok alkalmas atrendezésével csokkenti
az Osszhibat. Mivel a szoban forgd Osszhiba egész szam, ezért e hibacsckkentd
1épés véges sokszori alkalmazasaval a tablazat 6sszhibdja 0-ra csckkenthetd, és ezzel
a feladat allitdsa bizonyitast nyer.

Tegyiik fel tehéat, hogy T-ben — mondjuk — az els6 oszlop hibaja pozitiv. Ennek
oka, hogy legaldbb két azonos szdm (mondjuk két 1-es) szerepel benne. Mivel T'
minden soraban legfeljebb egy 1-es szerepel, ezért T-nek lesz olyan oszlopa, amiben
nem szerepel 1-es. Az dltaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a masodik
oszlop ilyen. Egy G iranyitott grafot definidlunk a T' tédblazat els6 két oszlopaban
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eléfordulé szémok (mint csticsok) halmazan gy, hogy ha valamelyik sorban az elsé
két elem i és j (ebben a sorrendben), akkor G-be behtizunk egy i-bdl j-be vezetd élt.

Induljunk el az igy kapott G graf 1-es cstcsabdl, és haladjunk az iranyitott
élek mentén. Két eset lehetséges. El6bb-utébb vagy egy olyan u (nyeld) csticsba
érkeziink, ahonnan nem vezet ki él vagy egy olyan v csicsba ériink, ahol mar ko-
rabban jartunk. Mindkét esetben felcseréljiik a bejart éleknek megfeleld sorok elsé
két elemét. Ezéltal az els6 esetben az els6 oszlopban cstkken az 1-esek szdma, mig
a masodik oszlopban megjelenik egy 1-es, tovabba, a masodik oszlopbdl egy, az els6
oszlopban eddig nem szerepeld u elem keriil 4t az elsé oszlopba. Ett6l eltekintve
az egyes oszlophoz tartozé szamhalmazok nem valtoznak, tehat T' Gsszhibdja 2-vel
csokken. A masodik esetben az els6 két oszlophoz tartozé szamhalmazok ugy val-
toznak, hogy egy l-es atkeriil az els6 oszlopbdl a masodikba, mikézben egy ettol
kiilénboz0, az els6 oszlopban mar eddig is megtaldlhatd v szam atkeriil a masodik
oszlopbdl az elsObe. Ezaltal az els6 oszlopban allé szamok halmaza nem valtozik,
tehat az els6 oszlop hibdja is annyi marad amennyi volt. Emellett azonban a méso-
dik oszlop hibaja, és ennek megfeleléen a tablazat sszhibdja eggyel csokken. Ezzel
a hibacsokkent6 1épést leirtuk, a feladat allitasat igazoltuk.

II. megoldas. Készitsiik el azt a G paros grafot, amelynek egyik szinoszta-
lyanak s1,s9,...,s, csucsait a T tablazat sorai, a masik szinosztalybeli ai,as. ...
csticsokat pedig a T-ben taldlhaté szamok alkotjdk. Az s; és a; csticsok kozott
pedig akkor fusson él Gr-ben, ha az a; szam eléfordul a T tablazat s; sordban. Vi-
lagos, hogy minden s; csics Gp-beli fokszama pontosan n, mig tetszéleges a; csics
fokszama pedig legfeljebb n, hiszen egyfelél minden sorban pontosan n szam all,
mésfeldl pedig minden szam legfeljebb n-szer (soronként egyszer) fordul el a T-ben.
Konig ismert élszinezési tétele szerint tehat G élei kiszinezheték az 1,2, ..., n szi-
nek felhasznaldsaval ugy, hogy a kozos végponttal rendelkezd élek kiilonboz6 szint
kapjanak.

Ennek a szinezésnek a segitségével az aldbbi médon rendezziik at a T' tabla-
zat sorait. Mivel s;-bél Gr-ben n kiilonb6zdé szinii él indul, ezért ezen élek koziil
pontosan egy (mondjuk s;a;) kapta a k-dik szint. Legyen ekkor a; a T* téblazat
v; sordnak k-dik eleme. A G definiciéja miatt a; szerepel a T' tabldzat s; sordban,
tehat az imént definidlt dtrendezés valéban végrehajthaté a T tablazaton. Mivel
a fenti T minden egyes oszlopaban azonos szinre szinezett éleknek megfelel6 sza-
mok &llnak, ezért T egyetlen oszlopdaban sem &llhat két egyforma szam. Nekiink
pedig éppen ezt kellett igazolunk.

Megjegyzések. 1. A feladat ,héatterét” a II. megoldds mutatja: voltaképp Kénig élszi-
nezési tételével egyenértékii a bizonyitandé allitds. A tritkk annyi, hogy a tabldzat altal
definidlt ,szokdsos” paros graf helyett (aholis az oszlopok és a sorok felelnek meg a szin-
osztalyoknak, és a tébldzat mezdi pedig az éleknek), itt az egyik szinosztalyt a sorok,
a masikat pedig a mezokben &ll6 szamok alkotjék, az éleket pedig az oszopok segitségével
hatarozzuk meg. Erdemes végiggondolni, hogy mit is jelent a feladat allitasa a ,,szokdsos”
értelmezés szerint. Azt kell igazolnunk, hogy béarhogy is adunk meg a K, , péros graf
A szinosztalyanak minden csicsdhoz n kiilonbozé szint, a graf n? éle kiszinezhetd tgy,
hogy az azonos csticsbdl induld élek szine kiilonb6z6 legyen és emellett minden él szine
az A-beli végponthoz megadott szinek koziil keriiljon ki.
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2. Dinitz sejtése azt mondja ki, hogy ha egy n X n méretii tdbldzat mind az n? me-
zejéhez tartozik egy-egy n elemi halmaz, akkor kivalaszthaté ezen halmazoknak egy-egy
eleme gy, hogy azonos sorban vagy oszlopban 4ll6 mez&khoz tartozé halmazokbdl ne va-
lasszunk azonos elemet. Vildgos, hogy a sejtésbol azonnal kovetkezik a feladat &llitésa,
ha hozzarendeljiikk minden mez6h6z az adott mez6 sordban allé szamokat. Dinitz sejté-
sét Galvin igazolta, mégpedig abban az altaldnosabb forméban, hogy ha egy G véges,
péros graf minden éléhez legaldbb akkora szinlista tartozik, mint a G-beli legnagyobb fok-
szam, akkor minden élhez ugy vélaszthaté a listajabol egy-egy szin, hogy az igy kapott
szinezésben azonos szini éleknek ne legyen kozos végpontja. Erdemes még megemliteni,
hogy nem péaros grafok esetén ugyanez az allitds azzal a valtoztatdssal, hogy a szinlistdk
mérete a G graf élkromatikus szdma (ami pdros grafra Kénig tétele szerint épp a maxi-
malis fokszdm), nem més, mint az n. listaszinezési sejtés, amire a mai napig nem ismert
bizonyitas.

3. Tobben prébalkoztak n szerinti teljes indukcié alkalmazasdval oly médon, hogy
az indukcids 1épésben elészor azt érik el, hogy az utolsé oszlop elemei kiilonbozék legyenek,
majd a bal fels§ (n — 1) x (n — 1)-es tédblazatra alkalmazzék az indukcids feltevést. Sajnos
ebben a megkoézelitésben semmi sem garantdlja, hogy az utolsé sor valamelyik (utols6tél
kiilonb6zd eleme) ne egyezzen meg egy mésik elemmel ugyanabban az oszlopban. Miikddik
azonban az n szerinti teljes indukcié akkor, ha megfeleléen altaldnositjuk a feladat allita-
sat: azt igazoljuk, hogy amennyiben egy k& X n méretii tabldzat mind a k sordban csupa
kiilonboz6 szam &ll, tovabba egyetlen szdm sem fordul el6 n-nél tobbszor a tablazatban,
akkor lehetséges a sorokon belill igy permutdlni a szamokat, hogy minden oszlopban
csupa kiilonb6zé szam &lljon. Vildgos, hogy n = 1 esetén ez teljesiil. Tegyiik fel, hogy
n-re mar igazoltuk az allitést, és tekintsiink egy k X (n + 1) méretii tdbldzatot. A célunk
ekkor az, hogy az utolsé oszlopba tgy rendezziink be kiillonb6z6 szdmokat, hogy az els6
n oszlopra teljesiiljon az indukcids feltétel. Ehhez pedig mindossze azt kell elérni, hogy
az utolsd oszlopban egyrészt csupa kiillonb6z6 szam alljon, mésrészt pedig minden olyan
szdm, ami pontosan (n + 1)-szer fordul el§ a tdbldzatban, szerepeljen az utolsé oszlopban.
A |, szokdsos” paros grafot definidlva, a Hall-tételbél konnyen lathatd, hogy egyrészt lehet-
séges az utolsé oszlopba csupa kiilonb6zé szdmot becserélni, mésrészt pedig lehetséges igy
permutdlni a sorokat, hogy minden olyan szdm, ami (n + 1)-szer szerepel a tébldzatban,
az utolsé oszlopban is eléforduljon. Az indukcids 1épés igazoldsdhoz azonban a két tulaj-
donsag egyiittes fenndllasa sziikséges. Ezt pedig a Mendelsohn—Dulmage tétel biztositja,
amely szerint ha egy G pdros grafban M; és My pérositdsok (azaz kozos végpont nélkiili
élek halmazai), akkor van olyan M pdrositds is G-ben, amely fedi az A szinosztaly minden
M, altal fedett csiicsat és a B szinosztdly minden Mo &ltal fedett csicsat.

4. Erdemes végiil rémutatni egy masik, a feladathoz szorosan kapcsolédé kutatdsi
teriiletre. A Rota-sejtés azt allitja, hogy ha egy n x n méretli tdbldzat minden mezejéhez
egy-egy R"-beli vektor tartozik azzal a tulajdonsdggal, hogy az egy sorban 4llé vektorokbdl
barmely R"-beli vektor el6édllithaté skaldrral vald szorzds és Osszeadds segitségével, akkor
a tablazat sorain beliil lehetséges a vektorokat gy permutdlni, hogy minden oszlopra is
teljesiiljon, hogy barmely R"-beli vektor eléallithaté skaldrral valé szorzds és Osszeadas
segitségével az adott oszlopban 4116 vektorokbdl. A versenyen kitlizétt feladat felfoghato
a Rota-sejtés egy igen specidlis eseteként. Hasonldéan a listaszinezési sejtéshez, jelenleg
az altalanos Rota-sejtésre sem ismert bizonyités.

Fleiner Tamas
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Gyakorlé feladatsor
emelt szintli matematika érettségire

I. rész

1. Egy bolthélézat hiszéves fenndallasa alkalmabdl azzal kedveskedik a vésar-
16knak, hogy 20% kedvezményt kapnak vasarlasuk osszegébdl, ha 4 kockdval dobva
a dobott szamok Gsszege legalabb 20.

a) Mekkora ennek a valdszinfisége?

b) Becsiiljitkk meg, mennyibe keriil a véllalatnak ez az akcié a jubileumi évben,
ha 38000 vasarléra szamitanak és a vasarldsok Osszegszeri megoszlasat az alabbi
tabldazatban adtik meg:

0-4999 F't 12%

5000-9999 F't 36%

10000—-14999 F't 47%
15000-50000 Ft 5% (11 pont)

2. Egy LED lampat ugy alakitottak ki, hogy

a LED fényforrasokat egy félgomb feliiletén helyez-
ték el és azért, hogy a feliilete ne legyen vakito, egy
gombszelet alakd opalos burat helyeztek f6lé az db-
ranak megfeleléen. A két bura falvastagsiga elha-
nyagolhat6. A félgémb sugara 15 cm, a bura feliilete
pedig pont kétszerese a félgomb felszinének. A 1am-
pékat a gyarban négyzetes oszlop alaku papirdobo-
zokba csomagoljdk gy, hogy a csillarok ne mozdulhassanak el a dobozban. Mek-
kordk legyenek a dobozok kiils6 méretei, ha a rétegelt papir vastagsiga d = 5 mm?
(12 pont)

3. Egy személyauté fedélzeti szamitogépe az atlagfogyasztast az elézéleg meg-
tett 100 km alapjan szamitja. A tankban 1évé iizemanyag mennyiségét is ismerve
igy azt is jelzi, hogy héany km-t tudunk még autézni a meglévé lizemanyaggal,
nevezziik ezt hatotavolsag. Egy alkalommal indulaskor a hatotav kijelzett értéke
500 km. Egyenletes sebességgel haladunk autépalyan. 50 km megtétele utan a ki-
jelz6 588 km-es hatétavot jelez. Ezutdn még 680 km-t tesziink meg ugyanezzel
az egyenletes sebességgel, amikor az lizemanyag jelz6 vészvillogé kigyullad, jelezve,
hogy mar csak 5 | iizemanyagunk van. Mennyi iizemanyag volt a tankban indu-
laskor? (14 pont)

4. Egy torony csonkakup alaku kupolaja alul 4 m, feliil 3 m keriilet(i, alkotdja
pedig 2 m. A kupola egyik oldalan egy hangya maszik fel a torony tengelyének
sikjaban, 47 cm-re van a kupola alsé szegélyétdl. A vele dtellenes oldalon egy mésik
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hangya maszik felfelé ugyanabban a sikban, és mar csak 3 cm hidnyzik, hogy elérje
a kupola tetejét. Ekkor a két hangya az eredeti uti célt feladva, a lehet6 legrovidebb
uton egymas felé indul. Mekkora tavolsdgot tesznek meg a taldlkozésig, ha egyenld
sebességgel haladnak? (14 pont)

I1. rész

5. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet:
Sla| =x- (32 +2-2v/8— 22 —2?).

b) Hatérozzuk meg az f(x) = —x? — 2z + 8 és a g(z) = 5|z| fiiggvények 4ltal
kozrezért teriiletrész nagysdgat. (16 pont)

6. Egy iizemanyag tolté allomas foldalatti benzintérold tartélya egy fekvo
hengerpalasbodl és a két végét lezard két félgombbol all. Teljes hossza 6 m, sugara
1,2 m.

a) Mekkora a tartaly térfogata?
b) Mennyi benzin van benne, ha a szintmérd tszé éppen a sugar felénél 4117

c¢) Egy tartalykocsibdl feltoltik a tarolét. Mennyi benzint engedtek bele, ha
a szintmérd 92 cm-rel emelkedett? (16 pont)

7. Egy ismeretlen alapi szdmrendszerben az ab, kétjegyli szam és a szamjegyei
felcserélésével kapott ba, kétjegyl szam kozott a kovetkezd Osszefiiggések allnak
fenn:

1. aby + bay = 110,
2. aby — bay = 2010.

a) Hatdrozzuk meg a szdmrendszer alapjdt.
b) Az ilyen alapu szdmrendszerekben milyen oszthatésdgi szabdly érvényes
a 3-mal és az 5-tel vald oszthatdsdgra?

¢) Hatdrozzuk meg a c és d szamjegyek értékét ugy, hogy az 12¢45d, alaki szam
a lehetd legnagyobb 15-tel oszthaté szam legyen ezekben a szamrendszerekben.
(16 pont)

8. Péter egy 5,2 millié Ft értéki 1j autoét vasarol egy autokeresked&tol.
Az 6sszeg 40%-a az onrész, amit atvételkor ki kell fizetnie, az ar fennmaradé részét
5 év alatt torleszti, évi egyenld részletekben 8%-os éves kamattal.

a) Mennyi lesz Péter éves torleszté részlete?

A kereskedo ajanlata, hogy ha 5 év milva egy ugyanilyen értékii kocsit vesz
ndla, akkor ezt az autét visszavasédrolja téle, évi 10% értékesokkenést figyelembe
véve és csak az arkiilonbozetet kell kifizetnie.

b) Mennyit kell fizetnie Péternek az 1ij autéért 5 év milva, ha elfogadja az ajan-
latot?
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Péter elhatarozza, hogy elfogadja a keresked6 ajanlatat és el6takarékoskodik
az 5 év mulva esedékes autdcserére. A bank legjobb ajanlata évi 2,4 %-os kamat

s

5 éves futamidore havi egyenl6 részletekben torténd befizetéssel, havi kamatozassal.
(A havi kamat az éves kamat tizenketted része.)

Mekkora Osszeget fizessen be a bankba havonta, hogy az 5 év utan kivett
Osszegbél fedezni tudja az autd cseréjét? (16 pont)

9. Egy 12 pontu egyszerl grafnak 56 éle van.

a) Legaldbb hany kilencnél nagyobb fokszdmu csticsa van a grafnak?

b) Bizonyitsuk be, hogy a graf osszefiiggd.

Egy asztalitenisz csapatnak 6 férfi és 6 n6 versenyzGje van.

¢) Az edzbnek két férfi, két néi és két vegyes pérost kell kivdlasztania egy
kozelgé versenyre. Egy versenyzo legfeljebb két kiilonb6z6 tipusi parosban jatszhat.
Hanyféle kivalasztds lehetséges?

d) Mennyi az esélye annak, hogy az egyik néi versenyz8, Timea, egyik pdrosba
sem keriil be? (16 pont)

Lorantfy Laszlé
Dabas

Megoldasvazlatok a 2018/1. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Oldjuk meg a valds szamok halmazdn az aldbbi egyenletrendszert:

4.9% 459 =2,
(& pont)
827 4+3.5Y =5.
b) Oldjuk meg a [m; 2w intervallumon az aldbbi egyenletet:
3-tg’z —2V3-tgx —3=0. (5 pont)

Megoldds. a) I. megoldds. Az els6 egyenletbdl 5Y = 2 — 4 - 2% melyet a mésodik
egyenletbe helyettesitve és rendezve 4 - 2° = 1. Az exponenciilis fiiggvény szigord mono-
tonitdsa miatt z = —2, y = 0. Az eredeti egyenletrendszerbe torténé behelyettesités utan
lathatjuk, hogy a kapott szampéar valéban megoldas.

1I. megoldds. Az els§ egyenlet haromszorosibdél a masodik egyenletet kivonva:
4-2% = 1. Az exponencidlis fliggvény szigorti monotonitdsa miatt z = —2, y = 0. Az ere-
deti egyenletrendszerbe torténé behelyettesités utdn lathatjuk, hogy a kapott szampar
valéban megoldas.

b) Az egyenlet tg z-ben masodfoki, melynek gyokei: tgx = /3 és tgx = —\/?g.
tgz =43 a [m; 2] alaphalmazon pontosan akkor teljesiil, ha x = %T,
tgx = _\/Tﬁ a [m; 27] alaphalmazon pontosan akkor teljesiil, ha « = HTW
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A két értéket behelyettesitve az eredeti egyenletbe meggy&zodhetiink réla, hogy
mindkett6 megoldas.

2. A Molkky egy finn iigyességi jaték, amit tizenkét darab fabdbuval jdtszanak. A bd-
bukat 5,5 cm dtmérdji, 15 cm magas egyenes korhenger alakd fdbdl készitik gy, hogy
a henger tetejét az 1. dbran ldthaté mddon 45°-0s szigben levdgjik, majd a bdbuk tetejére
1-12-ig sorszamokat rajzolnak.

A

15 cm
9,5 cm
¢
l ‘
1. dbra
a) Mekkora egy, a jatékhoz haszndlt fabdbu térfogata? (4 pont)

A jdték kezdetén a bdbukat a 2. dbran ldthatdé elrendezésben egy keret segitségével
szorosan eqymds mellé illesztik, hogy azok érintsék egymdst.

b) Mekkora a keret keriilete? (4 pont)

A jaték elején a jatékosok egy dobdfdval (Molkky-vel) prébdljik feldonteni a keret-
ben elhelyezkedd tizenkét szamozott fabdabut. A keretet a dobds elbtt leveszik a babukrdl.
Az egymdsra vagy a dobdfdara tamaszkodo bdabuk nem szdmitanak felddlinek, a szabdlyo-
san felddlt babunak pdrhuzamosnak kell lennie a talajjal. Ennek kévetkeztében bdrmilyen
kombindcicban fel lehet donteni a bdbukat.

c¢) Hdnyféleképpen lehet egy dobdsbdl hdarom bdbut feldonteni tgy, hogy a feldéntott
babukon szerepld szamok szorzata négyzetszam legyen? (& pont)

Megoldaés. a) A jatékhoz hasznalt fabdabuk egy 5,5 cm 4tmérgjii 9,5 cm magassagi
egyenes korhengerbdl, és egy 5,5 cm atméréjl és 5,5 cm magassagu ,,félhengerbdl” allnak.

Egy 5,5 cm atmérdji 9,5 cm magas egyenes korhenger térfogata:
Vi =275"-7-95 (~ 225,7 cm®).
Egy 5,5 cm atméréji és magassagu ,,félhenger” térfogata:

_ 2,75% 75,5

v 2

(~ 65,3 cm®).

Egy, a jatékhoz hasznélt fababu térfogata kerekitve: Vi + Vo ~ 291 cm?®.

Megjegyzés. A keresett térfogat gy is szdmolhatd, hogy egy 5,5 cm atméréji, 15 cm
magas egyenes korhenger térfogatabdl kivonjuk egy 5,5 cm atmérdjli és magassagu ,,fél-
henger” térfogatat.
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b) A keret 3 db 4r és 3 db 2r hossziisigu egyenes szakaszbdl, valamint 6 db r sugari
a kézépponti szogli korcikkbdl ll. Az egyes korcikkek kézépponti szoge 60°, ezért a hat
korcikk egyiitt egy r sugaru (teljes) kort ad ki.

A keret kertilete: K =3-4-2,754+3-2-2,754+2-2,75- 7 =~ 66,78 cm.

c¢) A feldontstt babukon szereplé 3 szdm szorzata négyzetszdm lesz, ha 3 db kiilénbozé
négyzetszdmmal jelolt babut dontiink fel, mely pontosan 1-féleképpen lehetséges: (1;4;9).

Ha 2 db négyzetszammal és 1 db nem négyzetszammal jellt badbut dontiink fel, akkor
a szorzat nem lehet négyzetszam.

Ha 1 db négyzetszammal és 2 db nem négyzetszammal jelolt babut dontiink fel, akkor
ez utébbi két szdm kozott nem szerepelhet az 5, 7, 10 és 11 egyike sem (5 és 10 egyiitt
sem).

A megmaradd 2; 3; 6; 8; 12 szdmok koziil kivdlaszthaté 10 szampér koziil csak a (2; 8)
és (3;12) felel meg, igy a lehetséges esetek: (1;2;8), (1;3;12), (4;2;8), (4;3;12), (9;2;8),
(9;3;12).

Ha 0 db négyzetszammal és 3 db nem négyzetszammal jelolt babut dontiink fel, akkor
ezek kozott az 5 és 10 csak egyszerre szerepelhet, és ekkor a harmadik szdm 2 vagy 8 lehet.
A 2; 3; 6; 8; 12 szdmok koziil kivalaszthatd 10 szamharmas koziil csak négy felel meg, igy
a lehetséges esetek: (2;3;6), (2;5;10), (2;6;12), (3;6;8), (5;8;10), (6;8;12).

Tehat osszesen 13-féle kiilonboz6 feldontés lehetséges.

3. Adott a derékszgi koordindta-rendszerben két pont: A(1; —2) és B(3;12).

a) Hatdrozzuk meg az x tengely azon P pontjinak koordindtdit, melyre az ABP hd-
romszég egyenld szdri. (7 pont)

b) Szdmitsuk ki, hogy az x tengely melyik pontjabdl ldathatd derékszdgben az AB sza-
kasz. (7 pont)

Megoldas. a) Ha AP = BP (vagyis az egyenld szard hdromszog alapja AB) és
P(x;0), akkor (z — 1)*> +4 = (z — 3)® + 144, melyb&l = = 37.

Ha AB = AP (vagyis az egyenl§ szdri haromszdg alapja BP) és P(x;0), akkor
44196 = (x — 1)® + 4, melybél = értékei —13 és 15.

Ha AB = BP (vagyis az egyenld szari hdromszog alapja AP) és P(z;0), akkor
44196 = (x — 3)® + 144, melybél = értékei 3 + 2v/14 (= 10,48) és 3 — 2v/14 (~ —4,48).

Tehat a keresett pontok kerekitéssel: Pi(37;0); P2(—13;0); P3(15;0); P4(10,48;0) és
Ps(—4,48;0).

b) 1. megoldds. A keresett @ pont koordinatait (a Thalész-tétel megforditdsa miatt)
az AB szakasz f6lé, mint atmérd f6lé rajzolt kor és az x tengely metszéspontja adja meg.

A kor kozéppontja az AB szakasz felezOpontja: (1—5—3, #) = (2;5). A kor sugara:

’“ZATB: \/(:)>1)22+(12+2)2 5

A kor egyenlete: (z —2)% + (y — 5) = 50.
A kor z tengellyel valé metszéspontjat az y = 0 helyettesitéssel kapjuk, igy (z — 2)2 =
= 25, melybdl 1 = =3 és xz2 = T.

Tehat a keresett pontok: Q1(—3;0) és Q2(T7;0).
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11. megoldds. Mivel a () pont az x tengelyen van, igy a masodik koordinataja 0, vagyis
Q(z;0). /ﬁg = (z—1;2) és BQ = (z — 3;—12).

Az E és Bﬁ vektorok pontosan akkor merélegesek egymadsra, ha skaldris szorza-
tuk 0, vagyis (z — 1) - (z —3)+2-(-12) = 0.

Az elébbi egyenletet rendezve 2 —d4r —21 = 0, ahonnan 1 = —3 és x2 = 7.

Tehat a keresett pontok: Q1(—3;0) és Q2(7;0).

4. A 3. dbrdn egy négyemeletes, 60 cm magas eskiivdi torta lathatd, melynek szintjei

kilonbozd magassdgu és sugari egyenes hengerek. Az egyes szintek magassagainak hosszai
mértani sorozatot alkotnak.

a) Milyen magasak az egyes emeletek, ha a legfelsd szint 4 cm magas, és a tébbi szint
magassaganak mérdszaima is egész szam? (9 pont)

8. abra

Az eskiivdi torta 16 cm dtmérdji, 4 cm magas legfelsé szintjét a 4. dbran ldthato
maddon diszitéssel latjdk el.

b) Milyen hosszu a legfelsd szintre tekert diszitéesik, ha a szélességétdl eltekintiink?

(5 pont)
Megoldas. a) I. megoldds. Jeldlje ¢ a mértani sorozat hinyadosat. A feladat szévege
4_
alapjan a mértani sorozat &sszegképletébe helyettesitve: 60 = 4 - qq_—ll (¢ # 1), melyet

rendezve: 15¢ — ¢* = 14, majd ¢-t kiemelve: ¢(15 — ¢*) = 14.

Mivel az egyes szintek magassdgainak mérészama egész szam, ezért az el6bbi szorzd-
tényez6k 14 pozitiv osztdi. A lehetséges osztoparok:

g |1 |2]|7]|14
5—¢> |14 |72 1

Ezek koziil a harmadik és negyedik eset nem ad j6 megolddst (a kétféleképpen szdmitott
q érték nem egyezik meg).

Ha g = 1, akkor egy allandé tagi mértani sorozatot kapunk, mely a feladat szovegének
nem felel meg.

Ha g = 2, akkor az eskiiv6i torta egyes szintjeinek magassiga 4 cm; 8 cm; 16 cmy;
32 cm, mely megfelel a feladat feltételeinek.

II. megoldds. Jelolje ¢ a mértani sorozat hanyadosat. A feladat szovege alapjan

a mértani sorozat Osszegképletébe helyettesitve:
¢t -1
qg—1

(q#1).
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A nevezetes azonossdgok segitségével a szamlalot szorzattd alakitva:

2 2
15 =Dl +1)
qg—1

majd egyszeriisitve 15 = (¢ + 1) - (¢* + 1).

Mivel az egyes szintek magassdgainak mérészama egész szam, ezért az elébbi szorzé-
tényezdk 15 pozitiv osztdi. A lehetséges osztépédrok:

g+1 | 1 |3|5]15
Pc+1]15]5(3]| 1

Ezek koziil az els§, harmadik és negyedik eset nem ad j6 megolddst (a kétféleképpen
szadmitott ¢ érték nem egyezik meg).

Ha g = 2, akkor az eskiiv6i torta egyes szintjeinek magassiga 4 cm; 8 cm; 16 cm;
32 cm, mely megfelel a feladat feltételeinek.

b) A torta legfelsd szintjét alkot6 egyenes henger paldstjat a diszitévonal két végpont-
jat osszekotd alkotd mentén torténé felvdgassal (kiteritve), egy 16w cm széles, 4 cm magas
téglalapot kapunk, amelyen négy egyforma hosszisagi vonal hizddik parhuzamosan. Te-
kintsiink egy 167 cm és 1 cm befogéju derékszogli hdromszoget, melyben a Pitagorasz-tétel

szerint a diszitévonal hossza 1/ (167)° 4 12 (cm). Tehét a diszitévonalak sszhosszisdga

4. (167r)2 + 12, melynek egy tizedesjegyre kerekitett értéke 201,1 cm.

I1. rész

5. Adott a valds szamok halmazdn értelmezett f és g fiiggvény:

f)=5-2z és g(x) =22 —3z+1.

a) Adjuk meg a go f fiiggvény zérushelyeit. (4 pont)
1 1

b) Szdmitsuk ki a /f(:v) dx — / (9(z) + 1) dz hatdrozott integrdit. (4 pont)
“1 1

c) frjuk‘ fel a g fligguény f fiigguényre merdleges érintdjének egyenletét. (8 pont)
Megoldis. a) (go f)(z) = g(f(z)) = 2(5 — 2z)* — 3(5 — 2z) + 1 = 827 — 34z + 36.

A 827 — 34z 4 36 = 0 egyenlet gyokei a keresett zérushelyek, melyek 1 = 2 és z2 = %
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¢) I megoldds. Az f fiiggvény grafikonja olyan egyenes (mely nem pédrhuzamos
a koordindtatengelyekkel), melynek meredeksége —2, ezért az f fiiggvény grafikonjdra

merdleges érint6 egyenes y = %x + b alaku, ahol b valés paraméter.

Az elébbi egyenesek koziil az lesz a parabola érintgje, amelynek egy kozos pontja van
a megadott paraboldval.

Az el6bbiek miatt az aldbbi egyenletrendszernek csak egy valds szampar lehet a meg-
oldasa:

y:2x2—3x+1,

y:%x—kb.

A két jobb oldali kifejezés egyenléségébdl: 222 — 3z 4+ 1 = %x + b, melybél 4z% — Tz + 2 —
— 2b = 0. Az el6bbi paraméteres masodfoki egyenletnek pontosan akkor van egy valds
gyoke, ha diszkriminansa 0, azaz: (—7)° —4-4- (2 — 2b) = 0, melybdl b = — 7

32"
e 1 17
A Kkeresett érintd egyenlete: y = 3%~ 33-

II. megoldds. Az f fiiggvény grafikonja olyan egyenes (mely nem parhuzamos a ko-
ordingtatengelyekkel) melynek meredeksége —2, ezért az f fiiggvény grafikonjara me-

réleges érintd meredeksege 5. A parabola Py(zo;y0) pontban huzott érintéjének mere-
dekségét a g derlvaltfuggvenyenek az xo helyen felvett helyettesmési értéke adja meg:

7
8

Az érintési pont masodik koordindtaja a parabola egyenletebe torténd xo = helyet—

g'(w0) = 4o — 3. A meredekségek egyenlbsége miatt: 4xo — 3 = 5, melybdl zo =

tesitésbél: yo = — 5. Az adott ponton dtmend, adott irdnytangensii egyenes egyenletebe
helyettesitve:

melybol a keresett érint6 egyenlete: y = %:v - %

6. a) Egy 6 pontd fagrdfban a csicsok fokszdmainak terjedelme 2, mddusza 1. Hdny
ilyen kilonbozd 6 pontid fagrdf létezik, ha csicsaikat nem kilonboztetjik meg egymdstol?

(8 pont)
b) Hany csicsa van annak a fagrdfnak, amelyben az dssze nem kititt pontpdrok szama
kétszerese az élek szdmdnak? (8 pont)

Megoldaés. a) Ha a médusz 1, a terjedelem 2, akkor a legkisebb fokszdm 1, a legna-
gyobb pedig 3.

Harom darab olyan kiilonb6z6 (paronként nem izomorf) 6 pontd (5 élii) fagraf van,
amelyben a legnagyobb fokszam 3:

NS

Ezek koziill mindhdrom megfeleld.
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b) Az n pontu fagraf éleinek szdma n — 1. Ha az n pontu teljes graf éleinek szs-
mabdl kivonjuk az n pontd fagraf éleinek szamat, megkapjuk a fagraf 6ssze nem kotott
pontparjainak a szamat, ezért a mi esetiinkben:

n(n—1)

5 —(n—=1)=2(n-1).

Az egyenletet 2-vel szorozva, majd rendezve: n(n—1) = 6(n — 1), melybé8l (n —1)(n —6) =
= 0, melynek megolddsai n1 =1 és na = 6.

Ha 1 ponti a fagraf, akkor 0 éle van. Ekkor az 6ssze nem kotott pontparok szama
is 0, és ez kétszerese az élek szamanak.

Ha 6 pontu a fagraf, akkor az éleinek szdma 5. Ekkor az 0ssze nem kotott pontparok
szama 10, és ez kétszerese az élek szamanak.

7. Egy iskolai biifé italautomatdjdban hétféle rostos uditd, kétféle dsvdnyviz és hd-
romféle szénsavas frissité kaphatd, mindeqyikbdl pontosan 8 db.

a) Hanyféle sorrendben vehet ki Emese mindegyik rostos 1iditébdl pontosan egyet?

(2 pont)
b) Hdnyféleképpen vdlaszthat ki Emese 3 db innivaldt tetszbleges dsszedllitdsban, ha
az automatdban lévd dsszes uditdt kilonbozdnek tekintjik? (5 pont)

Az italautomatdk elég gyakran elromlanak. Egy italautomatdkat szervizeld cégnél 0,05
annak a valésziniisége, hogy egqy adott napon nincs javitanivald; 0,2, hogy pontosan egy;
0,6, hogy pontosan két javitanivald automata van.

¢) Mekkora annak a valdszindisége, hogy ot egymdst kéveté munkanapon nincs javi-

tanivalo? (3 pont)
d) Mekkora annak a valdszindsége, hogy hdrom nap alatt dsszesen két gépet kell
megjavitaniuk? (6 pont)

Megoldaés. a) Mivel Emese mindegyik fajta rostos {iditéb6l pontosan egyet vélaszt,
ezért 7 kiilonb6z6 elem ismétlés nélkiili permutacidjat kell kiszdmitani. Emese 7! (= 5040)-
féle sorrendben veheti ki az iiditéket.

b) Mivel egy italautomatabdl adott sorrendben potyognak ki az iiditék, ezért a ko-
vetkez6 lehetdségek vannak.

Héarom ugyanolyan iiditét valaszt, ezt 12-féleképp teheti meg.
Kettd ugyanolyat és egy masmilyet vélaszt, ezt 12- 11 = 132-féleképp tudja megtenni.

Végiil, ha mindharom iditéital kiillonb6z6 tipust, arra (132) = 220 lehet6ség van.

Osszesen 364-féleképpen vélaszthatja ki a 3 iditSt tetszbleges Gsszesllitasban..

¢) Annak a valdsziniisége, hogy egy adott napon nincs javitanivalé 0,05; annak,
hogy van 0,95. Annak a valdsziniisége, hogy 5 egymdst kovet6 napon nincs javitanivalé:
0,05° = 0,000 000 312 5.

d) Két esetet kiilonboztethetiink meg:

1. a harom nap koziil az egyiken van két javitanivalé és a mésik két napon semmi,
vagy

2. két napon van egy-egy javitanivalé és egy napon semmi.

Mindkét esetben a napok sorrendje 3-féle lehet, ezért az elsé eset bekovetkezésének
valészintisége 3 - 0,05 - 0,05 - 0,6 (= 0,0045), mig a mésodik eset bekdvetkezésének valdszi-
niisége 3-0,05-0,2-0,2 (= 0,006).

A kérdezett valésziniliség az el6bbi két valdszinliség tsszege, vagyis 0,0105.
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8. Egy egyetem gdlyatabordban két csoport szkanderbajnoksdgot jdtszik egymdssal.
Azért, hogy felmérjék az erduviszonyokat, elészér a két csoporton belil mindenki minden-
kivel egyszer jatszik, majd ezt kévetden a csoportok tagjai megmérkdznek a mdsik csoport
tagjaival. A jaték sordn a csoportokban dsszesen 144, mig a csoportok kozott 156 megmé-
rettetésre kertl sor.

a) Hdnyan vannak az egyik, és hdnyan a mdsik csoportban? (9 pont)
A bajnoksdg megkezdése elétt minden versenyzé kap egy sorszdmot.

b) Botond azt dllitja, hogy az egyjegyl sorszdmot kapott versenyzdk kézil ki lehet
vdlasztani hatot ugy, hogy bdrhogy pdrositjuk 6ket, a pdrokban szerepld versenyzdk sorszd-
mainak 0sszege harom kiilonbozd szam lesz. Igaza van-e? (7 pont)

Megoldas. a) Jeldlje az egyik csoportban 1év6k szdmét n, mig a mésikét m. Ekkor
a feladat szovege alapjan:

nn—1)  m(m—1)
2

= 144,
n-m = 156.

Az els6 egyenletet dtalakitva (n?+m?) — (n+m) =288, majd az (a+b)’> =
= a? + 2ab + b* azonossagot alkalmazva az egyenlet (n 4 m)* — (n4m) — 2nm = 288 alak-
ban irhaté.

Az n-m = 156 helyettesitéssel és rendezéssel az elébbi egyenlet a kovetkez&képpen
irhaté: (n +m)? — (n+m) —600 = 0, mely (n+m)-ben masodfoki, megoldasai n+m = 25
ésn+m=—24.

Mivel n,m > 0, ezért az utébbi nem lehetséges.

Ha n+m = 25 és n- m = 156, akkor a szimmetriatdl eltekintve pontosan egy olyan
pozitiv valds szampar van, mely kielégiti az eredeti egyenletrendszert, mégpedig: n = 12
és m = 13. A szoveg alapjan torténd ellendrzéssel meggybzodhetiink, hogy a szampar
megoldédsa a feladatnak.

b) Mivel 1 +9=248=3+7=4+6, ezért ha az 1 és a 9 is szerepel a hat szdm
kozott, akkor a (2;8), (3;7), (4;6) szdmparok mindegyikébél pontosan egy szdm szerepel,
és ezeken kiviil még az 5-6s. Mivel 1 +5 =6, ezért a 2 és a 4 koziil csak az egyik van
benne; illetve 5+9=14, ezért a 6 és a 8 koziil is az egyik van benne. Ha a (2;8) parbdl a 2
van benne, akkor a 4 nincs, tehdt a 6 van. Viszont 54 6 = 9 + 2. Tehat ez nem megfeleld.

Ez azt jelenti, hogy az 1 és a 9 koziil vagy az egyik, vagy egyik sincs a hat szdm
kozott. Ha az egyik benne van, akkor a szimmetria miatt feltehets, hogy az 1-es az. Mivel
148=2+7=3+46=4+5, ezért ha a 8 szerepel, akkor a (2;7), (3;6) és (4;5) szdmpdrok
mindegyikébdl pontosan az egyik van benne, és még a 9-es, de a 9-est mar kizartuk. fgy
a 8-as sem szerepelhet. Tehat az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szdmokbdl kellene megfelel6 hatot
kivalasztani. Elég megnézni, hogy melyik az az egy szdm, ami kimarad. A szimmetria
miatt elég megvizsgalni, hogy a 4, 5, 6 vagy 7 megfelel6-e. Ha a 4 marad ki, akkor
a maradék szamok koézott 3+ 5 =2+ 6. Ha az 5, akkor a 4+ 6 =3+ 7, ha a 6, akkor
244 =145, végiill a 7 esetén 3 + 6 = 4 + 5. Tehat egyik sem jé.

Ha egyik sincs benne, akkor a 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 koziil kell kivdlasztani azt az egyet,
ami kimarad. Mivel 245 =344, illetve 5+ 8 =6+ 7, ezért az 5 kimarad. De ekkor
446 =347, ami nem j6.

Tehat nem lehet kivalasztani hat versenyzét a feltételnek megfeleléen, Botondnak
nincs igaza.
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9. Egy szabdlyos hdromszig alakid céltdbla oldalait n (n > 1, n € N) egyenld részre
osztottuk. Ezutdn az osztdpontokon dt a hdromszog oldalaival pdrhuzamosan szakaszokat
hiztunk, melynek végpontjai a megfeleld osztopontok. Az igy keletkezd egqybevdgd szabdlyos
kishdromszogeket balrdl jobbra, egyesével, felvdltva feketére és fehérre szinezzik gy, hogy
minden sorban az elsé kishdromszdg fekete.

a) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a céltdbldra egyetlen lévést leadva, az fekete
mezdt taldl el, feltéve, hogy a lovés eltaldlja a céltablat? (9 pont)

b) Hatdrozzuk meg a és b értékét, ha tudjuk, hogy a kapott p valdsziniségre minden
n > 1 egész esetén teljesiil, hogy a < p < b, ahol a a lehetd legnagyobdb, b pedig a lehetd
legkisebb ilyen szdm? (7 pont)

Megoldas. a) A feladat megértését tiikr6z6 dbra: A

A keresett A, valdsziniiséget a fekete kishdrom-
szogek teriiletének ardnya adja meg a T teriileti cél-
tablan.
A céltdbla T teriilete: T = ¢ - n?, ahol t a felosz-
tas sordn keletkez6 egy kisharomszog teriilete. Az ab-
rat vizsgalva latszik, hogy a céltabla egyik csicsatol
lefelé haladva az egymaést kovetd sorokban a fekete ha-
romszogek szadma (és igy teriiletosszegiik is) szdmtani
sorozatot alkot, melynek elsé tagja és differencidja is t.
Annak a valdsziniisége, hogy a 16vedék fekete mezét taldl el, a szdmtani sorozat elsd
n tagjanak Osszegével aranyos, ezért az Osszegképletbe behelyettesitve:

t+ nt n(n+1)
= m=t. 22T
s 2 " 2
A Kkeresett A, valészintiség:
n(n+1)
= _n+1
t-n2  2n

b) Felhaszndlva a kordbban kapott dsszefiiggést:

L1
on’

&)
N
N =

Mivel az (E) sorozat szigorian monoton csckken és 0-hoz tart, ezért a fenti valdszi-

niiséget megadd (% + %) sorozat is konvergens és szigoriian monoton cstkken, melynek
hatarértéke:

Az el6bbiek miatt az (% + %) sorozat maximalis értékét n = 2 esetén veszi fel,
3

ezért a keresett valdsziniiség: % <A, < 5.

mi 3
ami 1

4 )
Varga Péter
Budapest
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Matematika feladatok megoldasa

B. 4848. Keressiik meg az dsszes olyan P konvex poliédert, aminek a belsejé-
ben létezik egy olyan O pont, hogy P minden O-ra illeszkedd sikkal vett metszete
O kozépponti paralelogramma.

(6 pont)

Megoldas. Jeldlje (XY Z) az X, Y és Z pontok altal feszitett sikot.

Eloszor is belatjuk, hogy P kozéppontosan szimmetrikus O-ra. Legyen X tet-
sz6leges pont P-ben, és tekintsiink egy O X-re illeszkedd S sikot. A PN S sikmetszet
a feltétel szerint O kozéppontd paralelogramma, igy tartalmazza X-nek O-ra vo-
natkozé X' tiikérképét. Ebbdl X’ € P is kovetkezik, ami igazolja a kozéppontos
szimmetriat.

Legyen P egy lapjdnak hdrom egymadst kovetd csticsa (ilyen sorrendben) A, B
és C, az AB és BC élek felez6pontjai X és Y. A pontok O-ra vonatkozé titkorképei
értelemszertien A, B', C', X' és Y.

Az XY egyenes P hatdrat pontosan az XY szakaszban metszi, ezért
(OXY) N P éppen az XY XY’ paralelogramma, vagyis az XY' szakasz P hatérdra
illeszkedik.

M4ésrészrol az A, B, B’ és C' pontok nem egy sikba esnek. Valéban, ha C’
illeszkedik az (ABB’)-ra, akkor C' € (ABB’) N (A’B'C") = A’B’, ami nem lehet.
Igy viszont az XY’ szakasz az ABB'C’ tetraéder két kitérs élének felezépontjat
Osszekoto szakasz, amely a tetraéder, és igy egyuttal P belsejében halad. Ezzel

ellentmondaésra jutottunk, igy nem létezik ilyen P poliéder.

Imolay Andrds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

21 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 13 versenyz6: Baran Zsuzsanna, Borbényi
Miérton, Gaspar Attila, Hoffmann Baldzs, Imolay Andras, Janzer Orsolya Lili, Kerekes
Anna, Kocsis Jilia, Nagy Néandor, Schrettner Jakab, Simon Déniel Gédbor, Téth Viktor,
Weisz Maté. 5 pontos 4, 4 pontos 1, 3 pontos 2, 2 pontos 1 dolgozat.

B. 4863. Az ABC hdromszégben AB = BC. A D pont gy helyezkedik el
a hdromszég belsejében, hogy ADC'<( = 2ABC<. Bizonyitsuk be, hogy a B pontnak
az ADC< kiilsé szdgfelezdjétdl valo tdvolsiga az AD és DC' szakaszok szdmtani
kozepe.

(5 pont) (Kvant)
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Megoldas. Legyen O az ABCA ko-
rillirt korének kozéppontja, és haszndl-
juk az dbra jeloléseit. A keriileti- és ko-
zépponti szogek tétele miatt ADC< =
=2ABC< = AOC«q, ezért az A, C, D
és O pontok egy korre illeszkednek.

0 Az AD = DC esetben D = O, az allitds
NN trividlis, ezért a tovabbiakban az alta-
ldnossag megszoritasa nélkiil feltessziik,

\ hogy AD > DC.

Az ADC« szogfelezbje az ADC kort
az O-val atellenes E pontban metszi, ami
felezi az AC ivet. A C' pont D E-re vonat-
koz6 C' tiikorképe illeszkedik AD-re. Igy
AE = CE = C'E, s ezért az AC’ szakasz
E F felezépontjara EFC'< = 90° teljesiil.
Innen egyrészt a felezés miatt

g

_ DC'+ DA DC+ DA

DF ,
2 2

mésrészt definicié szerint DF = DE - cos (FDE<).

Mivel OF atmér6, a Thalész-tétel miatt ODE< = OAE< = 90°. A kiils§ és
a bels6 szogfelezok merolegesek egymaésra, igy OD éppen a D-nél 1év6 kiils6 szog-
felezé. Legyen G a B mer6leges vetiilete OD-n. A szimmetria miatt B, O és E
kollinedrisak, igy az ODEA és a OGBA szogei paronként megegyeznek, ezért a hé-
romszogek hasonléak. Ezt kihasznélva

BO AO
_ DC+DA
-2

amivel az &llitast belattuk.
Gaspdr Attila (Miskole, Foldes Ferenc Gimn., 11. évf.)

46 dolgozat érkezett. 5 pontos 37, 4 pontos 4, 3 pontos 2, 1 pontos 1, 0 pontos
2 dolgozat.

B. 4889. Az ABCD érintdtrapéz beirt kore az AB alapot a T, a vele pdr-
huzamos CD alapot az U pontban érinti. Legyen M az AD és BC szdregyenesek
metszéspontja, €s legyen V az AB oldal és az MU egyenesek metszéspontja. Mu-
tassuk meg, hogy AT =V B.

(4 pont)
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Megoldéas. Eloszor lassunk be egy
segédtételt. Hasznaljuk az 1. dbra jelolé-
seit.

Tétel. A hdromszig beirt és hozzd-
irt korének egy oldalra esd érintési pont-
jai szimmetrikusan helyezkednek el, tehdt
AT =VB.

Bizonyitas. Legyen a haromszog ol-
dalainak hossza a szokasos jelolések sze-
rint a, b, ¢, a beirt kor érintészakaszainak
hossza x, vy, z, a hozzairt kor érintoszaka-
szainak hossza p és g, a haromszog kerii-

Oy

lete k, és s = % 1. dbra

CG = CH, mivel a k; korhoz C pontbdl huzott érintészakaszok.

CG+CH=CA+AT+TB+ BC =k =2s, ezért CG=CH = s, amibdl
AT =p=s—b.

20+ 2y + 2z =k, vagyisx +y + 2z = s.

BV =y=s—(z+2z)=s-0, tehat AT = BV.

Két esetre bontjuk a feladat bizonyitasat.

1. eset: AB < CD. Hasznéljuk a 2. dbra jeloléseit. Legyen k a beirt kor.

Ebben az esetben az M metszéspont az AB egyenes C és D pontokat nem
tartalmazo oldalara esik. A k kor az M AB héromszég AB oldaldhoz irt kore.

Nagyitsuk az ABM haromszoget az M pontb6l \ = % aranyban. Ekkor
az M AB haromszog beirt kore k-ba megy at. Az AB egyenes képe a C'D egyenes,
hiszen AB || CD és AB érinti a beirt kort, CD pedig érinti k-t. A V pont képe U
lesz, hiszen a pont és a képe, valamint M egy egyenesen vannak, és V rajta van
az AB egyenesen, igy a képe rajta van a C'D egyenesen. Tehdt az AB egyenest
az M AB haromszog beirt kore a V' pontban érinti.

M
A \%4 T B
A YV \pB
T k
0]
k 0
DU C
M
D U C

2. dbra 3. dbra
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Hasznaljuk a segédtételiinket. A beirt kor érintési pontjanak tavolsiga az egyik
csucstol egyenld a hozzairt kor tavolsdgaval a masik csucstdl, vagyis AT = VB.

2. eset: AB > C'D. Haszndljuk a 3. dbra jeloléseit.

Most M a CD egyenes A és B pontot nem tartalmazé oldaldn lesz. Ekkor k
az M C D haromszog hozzairt kore.

Nagyitsuk az MCD haromszoget az M pontbdl A = J]\\/[/[_g aranyban. Ekkor

MC'D beirt kore k-ba megy at. A C'D egyenes képe az AB egyenes lesz. Mivel C'D
érinti a beirt kort, AB pedig érinti k-t, az U pont képe V', a @) pont képe pedig T
lesz.

Pontosan akkor igaz, hogy AT = VB, ha DQ = CU. Utébbi a segédtételiink
értelmében igaz, igy AT = V B is teljesiil.

Ha AB = CD, akkor ABC D paralellogramma, azaz nem létezik az M pont.

Kerekes Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.) és
Débréntei Ddvid Bence (Papa, Tiirr Istvan Gimn. és Koll., 12 évf.)
dolgozata alapjan

92 dolgozat érkezett. 4 pontos 57, 3 pontos 22, 2 pontos 2, 1 pontos 3, 0 pontos
8 dolgozat.

A K pontversenyben kittizott gyakorlatok
EEEnBEEEEE ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak

(577-582.)

K. 577. Xavér kivett hdarom lapot egy csomag francia kartyabdl, és letette
Oket egymads mellé az asztalra. A letett lapokrdl az aldbbi informacidkat arulta el:

— A harom lap kozott van egy kiraly, amelyiktol kozvetleniil jobbra 1 vagy 2 dama
talalhato.

— A harom lap kozott van egy dama, amelyiktél kozvetleniil balra 1 vagy 2 dama
talalhato.

— A héarom lap kozott van egy kér, amelyiktol kozvetleniil balra 1 vagy 2 pikk
talalhato.

— A harom lap kozott van egy pikk, amelyiktol kozvetleniil jobbra 1 vagy 2 pikk
talalhato.

Balrdl jobbra haladva milyen lapok lehetnek az asztalon?

K. 578. Egy 2 X n-es tdblazat fels6 soraba beirjuk a pozitiv egész szamokat 1-
t6l n-ig novekvd sorrendben, az alsé soraba pedig cstkkeno sorrendben. Hany olyan
50-nél kisebb n pozitiv egész szam van, melyre minden fels6 sorban 1évé szam és
az alatta 1évo szam relativ prim?

K. 579. 105 lanyt és 95 fiut tetszOlegesen 100 parba osztunk. A fii parok
kezet fognak, a lany parok pacsiznak, a vegyes parok pedig elkezdenek tancolni.
Mutassuk meg, hogy 5-tel kevesebb kézfogas torténik, mint pacsi.
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K. 580. Mely derékszogli hdromszogekre igaz, hogy © > 2(z —y), feltéve, hogy
z>y=x?

K. 581. Adjuk meg az 6sszes ABBA alaku négyjegyli négyzetszamot.

K. 582. Milyen hossz lehet az a sz6, amelynek betiii pontosan 180-féleképpen
rendezhetdk sorba? Keressiink ilyen értelmes magyar szot.

Bekiildési hatarid6: 2018. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

S

A C pontversenyben kitlizott gyakorlatok
(1462-1468.)

Feladatok 10. évfolyamig

C. 1462. Egy szamtani sorozat els6 tagja a; = 3, differencidja 9. Bizonyitsuk
be, hogy a sorozat tagjai kozott minden természetes k szam esetén szerepel 3 - 4%.

C. 1463. A szabalyos ABC haromszog belsejében taldlhaté M pontbdl az AB,
BC és C'A oldalakra &llitott merdSlegesek talppontja rendre H, K és P. Bizonyitsuk
be, hogy
(i) |AH” + |BK|* + |CP|> = [HB|> + |KC|* + |PA)%;
(it) |AH|+ |BK|+ |CP|=|HB| + |KC|+ |PA].

Mathematical Competitions in Croatia

Feladatok mindenkinek

C. 1464. Azt mondjuk, hogy egy tetszileges A természetes szambdl a nila
kisebb B természetes szam kiolvashatd, ha A szdmjegyei koziil néhényat letorolve,
majd a megmarado jegyeket a sorrend megvéltoztatasa nélkiil 6sszeolvasva megkap-
juk B-t. Melyik a legkisebb olyan természetes szam, melybol barmely haromjegyti
szam kiolvashat?

C. 1465. A PQR szabalyos hiaromszog és a QRST négyzet csicsain athaladé
PS és RT egyenesek metszéspontja legyen M. Igazoljuk, hogy a PT M héromszog
egyenlészar.

C. 1466. Egy bizottsag az év folyaméan tizenkét alkalommal {ilésezett. A tagok
koziil minden iilésen 10-en vettek részt, és barmelyik két tag legfeljebb egyszer volt
egyiitt jelen. Legaldbb hény tagbdl all a bizottsag?
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Feladatok 11. évfolyamtdl

C. 1467. Az O kozéppontt, 2r sugaru és az O-n athaladd, r + 1 sugart korok
metszéspontjai legyenek A és B. Mekkora lehet r, ha az AB szakasz a kisebbik kor
atméréje?

C. 1468. Igazoljuk, hogy ha a és b nemnegativ szamok, akkor

1 1
§(a+b)2+1(a+b) > aVb+bya.

Mikor all fenn egyenléség?
Bekiildési hatarid6: 2018. marcius 10.

Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

A B pontversenyben kittizott feladatok
(4930-4938.)

B. 4930. Bergengociaban, , Turdgus” faluban harom vallds képvisel6i a Nap-
imaddk, a Holdimadodk és a Foldimadok. A vallasi el6irdasok szerint a szentélynek
a falu valamennyi hazatdl vett tavolsagosszege a lehet6 legkisebb kell, hogy legyen
(fiiggetleniil attdl, hogy a hézban milyen vallds hivei élnek.) Igazoljuk, hogy ha
a Napimaddknak, és a Holdimadéknak mar van egy-egy szentélye a faluban, akkor
a Foldimadok is tudnak épiteni egy tjabb szentélyt. (A falu sik terepen teriil el, és
a szentély, illetve a falu hézai is pontszeriinek tekintendéek.)

(3 pont)
B. 4931. Mutassuk meg, hogy egy haromszog a, b, ¢ oldalaira teljesiil, hogy

a*(b+c)+ b*(a+c)
abc

> 3.

(3 pont)

B. 4932. A Nagy Meseorszdgi Bestidriumban az év minden hetére jut egy-
egy sarkany. A legfiatalabb sarkany, Alajos 13-fejli, a kovetkez6 sdrkdny Botond
14-fejli ... (és gy tovabb, minden djabb iddsebb sarkanynak eggyel t6bb feje van,
mint az el6z6nek), mig a legiddsebb sarkdny Zodrd 64-feji. A meseorszigi szer-
zetesek elkészitették a Nagy Sarkanymesés Kédexet. A Kddexbe csak az a mese
keriilhet be, amelyben szereplo sarkanyok fejeinek a szama pontosan 1001. Bér-
mely két mese esetén van legalabb egy olyan sarkany, ami csak az egyik mesében
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szerepel. Miutan a Kédexbe a fenti feltételeknek megfelel§ tsszes lehetséges mesét
lejegyezték, a 13-fejii Alajos, vagy a 14-fejii Botond szerepel-e tobb mesében?

(5 pont)

B. 4933. Hatarozzuk meg az egységnégyzetbe irt maximalis keriiletii szaba-
lyos haromszog teriiletét.

(4 pont)

B. 4934. Tetszbleges n és k pozitiv egészek esetén jelolje f(n,k) azt, hogy
egy n X k-as racstéglalap egyik atléja hany egységnégyzet belsején halad keresztiil.
Héany olyan n, k szampdar van, amelyre n > k, és f(n, k) = 20187

(4 pont)

B. 4935. Adott az O csicsu szog szérai kozé irt két érintd kor, wy és wy. Egy,
az O pontbdl indulé félegyenes az wq kort az Ay és a By, az wy kort az A, és
a By pontban metszi gy, hogy OA; < OBy < OAy < OBy (14sd az dbrdt). A v
kor beliilrdl érinti az wy kort és érinti az wo kor A; ponton atmené érintéit. A o
kor pedig beliilrdl érinti az wo kort és érinti az wy kér By ponton dtmend érintdit.
Bizonyitsuk be, hogy a 71 és 2 korck sugara egyenlo.

(5 pont) (Kvant)

B. 4936. Rogzitsiik a k korben az atmérotél kiilonbozé AB hirt, ennek fele-
zépontja legyen F'. A k korvonal A-t6l és B-t6l kiilonbozé pontja legyen P. A PF
egyenes messe a k kort masodszor X-ben, X tiikorképe az AB felez6merdlege-
sére Y. Bizonyitsuk be, hogy van a siknak egy olyan pontja, amelyen a PY egyenes
P minden helyzetében atmegy.

(5 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszld (Budapest)

B. 4937. A sikon kivalasztunk rdcsnégyszogeket tgy, hogy igaz réjuk a ko-
vetkez6: akarhogy szinezziik a racspontokat véges sok szinnel, mindig van olyan
kivélasztott négyszog, amelynek minden csiicsa ugyanolyan szinti. Bizonyitsuk be,

hogy van végtelen sok olyan kivalasztott négyszog, amelyek koziil semelyik kettonek
nincs kozos csicsa.

(6 pont) Javasolta: Surdnyi Ldszlo (Budapest)
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B. 4938. Ismert, hogy a térusz feliiletére ré lehet rajzolni a 7 pontu teljes gra-
fot (14sd pl. a Csaszdr-poliédert). Egy sarga gorbe bogre oldaldn kijelsliink 7 pontot,
és barmelyik kettét Ossze akarjuk kotni egy-egy gorbével dgy, hogy semelyik két
gorbének ne legyen kozos belsé pontja. Legalabb héany gorbét kell ennek eléréséhez
atvezetniink a gorbe bogre fiilén?

(6 pont)

Bekiildési hatarid6: 2018. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(716-718.)

A. 716. Az ABC haromszog belsejében, az A-bdl indulé szogfelezén felvettiink
egy D pontot. Legyen a BD és AC' egyenesek metszéspontja E, a CD és AB
metszéspontja F. Az ABC héaromszog koriilirt korét az EF egyenes a P és @
pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy ha O a DPQ kor kézéppontja, akkor OD
merdleges BC-re.

Javasolta: Michael Ren (Andover, Massachusetts, USA)

A. 717. Egy pozitiv egészt lustdnak neveziink, ha nincs 3-nél nagyobb prim-
osztdja. Mutassuk meg, hogy két szomszédos négyzetszdam kozott legfeljebb két
lusta szam lehet.

Javasolta: Gyenes Zoltdn és Kdés Géza (Budapest)

A. 718. Jelolje Rz, y] a kétvéltozds, valds egyiitthatds polinomok halmazét.
Azt mondjuk, hogy az f € Rz, y] polinomnak az (a,b) szdmpdar zérushelye, ha
f(a,b) =0.

Igaz-e, hogy ha a p,q € Rz, y] polinomoknak végtelen sok kozos zérushelye
van, akkor létezik olyan nem konstans r € R[x, y] polinom, ami kiemelhet6 p-b6l és
g-bodl is?

%

Bekiildési hatarid6: 2018. marcius 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
Cim: K6MalL feladatok, Budapest 112, Pf. 32. 1518

%
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Monte-Carlo-moddszerek 1.

Monte-Carlo hires a kaszindirdl és az ott folyd szerencsejatékrdl. A szeren-
csejatékok kapcsolata a matematikaval a XVII. szazadban Pascal és Fermat mun-
kassagéaval kezd6dott. A szerencsejatékok, és altaldban a véletlen jelenségek tobb
érdekes és nehezen megoldhaté matematikai problémét eredményeztek. A megolda-
sukkal olyan kérdésekre kaptak valaszt, melyek régota foglalkoztattak a jatékosokat.
A kedvelt jatékokrdl megallapitottak, hogy melyik fél szaméra mennyire ,nyerd”.
Természetesen az is nyilvanvalé volt, hogy a kiszamitott valészintiségeket egyetlen
jatékra nincs értelme alkalmazni, hanem sok jaték eredményét kell foljegyezni és
Osszegezni. A jatékok nem vesztettek vardzsukbdl, ugyanakkor igazi kihivéds volt
a matematikusoknak egy-egy valdsziniiség kiszamitasa.

A XX. szdzad kozepén a szamitégépek megjelenésével a szerencsejdték és a ma-
tematika is 1j lehetéségeket nyert. A kiszamitott valdsziniiségeket ,ellenérizni” is
lehetett nagyszamu kisérlettel. Csak meg kellett tanitani a szamitégépet kockat
dobni: a gép N-szer elvégez egy kisérletet, és minden kisérletben véletlenszertien
valaszt a lehetOségek koziil. Az igy nyert relativ gyakorisagok és a matematikai
uton szamitott valészintiségek Osszevethetok voltak.

A Monte-Carlo-mddszerek egy specidlis problémamegoldasi lehetoséget jelen-
tenek, melyeket sikerrel alkalmaztak a matematika, fizika valamint az informatika
teriiletén. Az alapgondolat az el6bbi ,ellendrzés” forditottja. Mit tehetiink akkor,
ha a vizsgdlt jelenség bizonyos értékei nem kiszamithatdk, tehdt nincs zart, konnyen
kiértékelhet6 formula az eredmény meghatarozasara? Az egyik Ut mar ismert volt
a szamitégépek el6tt: numerikus modszerekkel meg lehetett hatdrozni olyan sza-
mitéasi 1épéseket, melyek megfelelé6 pontossaggal megkozelitik a keresett mennyisé-
geket. A numerikus mddszerek alkalmazdsaban is nagy segitség volt a szamitdgép.
A Monte-Carlo-mddszer mast javasol: szimulaljuk sokszor a problém#hoz kapcsol-
hato kisérletet, és a kapott eredmények alapjan adjunk kozelitést a keresett isme-
retlen értékekre.

Lassuk el6szor egy klasszikus valdszintiségszamitas feladatnal a moédszer mii-
kodését: a 2008. marciusi szamunkban megjelent B. 4080. feladat: A koérvonalon
egymastol fiiggetleniil véletlenszeriien kivalasztunk 3 pontot. Mi annak a valdszi-
nisége, hogy az altaluk meghatérozott haromszog hegyesszogii?

A feladat tobb szép megoldasa olvashaté honlapunkon, ezért nem volna sziik-
ségiink a Monte-Carlo-mddszerre, hogy az eredményt kozelitsiik, mégis tanulsa-
gos a példa. A kisérletben véletlenszertien elhelyeziink pontokat egy egységsugart
koron, majd meghatarozzuk a kapott haromszog szogeit, és megéllapitjuk, hogy
hegyesszogli-e. A kisérletet N-szer elvégezve megszamoljuk a hegyesszogli harom-
szogeket. Ha ezek szama k, akkor a kisérletsorozatban a hegyesszogii hdromszogek
eléforduldsanak k/N relativ gyakorisdgat kapjuk, ami elég nagy N esetén megfele-
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16en pontos lesz. Kérdés ugyanakkor, hogy pl. két tizedesjegy pontossaghoz milyen
N értéket érdemes megadni, de ezt hagyjuk kés6bbre, most foglalkozzunk a kisér-
letsorozatot megvalésitd programmal.

Probaljuk meg elkésziteni a szamitdgépes programot. Legyen egy egységkor
a koordinata-rendszer kezddpontjdban, és A(ax,ay), B(bz,by) és C(cx,cy) a vé-
letlenszeriien véalasztott csticsok. A legtobb programozési nyelvben megtaldlhaték
véletlenszamok, pl. egy valds értéket kaphatunk a [0;1] intervallumbdl (jelsljiik
ezt RND-vel). Azt a kérdést, hogy a szamitégép miként allit el6 véletlen értéket,
hagyjuk késébbre. Amit biztosan tudnunk kell RND-rél, hogy egy futé program
N egymast koveté RND értékét dbrazolva az egység intervallumon, azok nagyja-
bél egyenletes stlirtiséggel helyezkednek el. Azaz minél nagyobb a pontok N szdma,
anndl jobban teljesiil, hogy az intervallum barmely szakaszanak hossza, és a rajta
megtalalhat6 pontok szama kozott egyenes ardanyossag all fonn. Elso otletiink, hogy
RND értékét 2-vel megszorozva és 1-gyel csokkentve méris adédik mindharom cstics
y koordinatdja. Az = koordindtak szamitasahoz hasznaljuk a Pitagorasz-tételt, il-
letve egy-egy masik véletlenszamot: ha ez utdbbi 0,5-nél kisebb, akkor a pozitiv,
egyébként a negativ x koordinatat vélasszuk. fgy véletlenszertien kijelltiink ha-
rom pontot a koriven, mar csak a szogeket kell kiszamolni. A kisérletet sokszor
elvégezve egy relativ gyakorisadggal tudjuk kozeliteni a keresett értéket.

Gondoljuk meg, hogy helyesen jartunk-e el. Tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy
a valdszintiség klasszikus kiszamitasi médja, a kedvezd és Osszes esetek hanyadosa
csak akkor adja a valdszinliséget, ha a kisérletben szerepld elemi események mind
egyenlé valoszinliséggel kovetkeznek be. Hasonldéan figyelniink kell a geometriai
valészintiség meghatarozasakor is. Mivel jelen esetben a cstcsok egy koriven he-
lyezkednek el, ezért sziikséges, hogy ott barmely két azonos hosszusagu ivre ,ko-
zel” azonos szamu pont Keriiljon. A koordinatak elébbi megvalasztasaval azonban
ezt az iveknél nem teljesitettiik (1d. bal oldali 4bra), mivel ott két azonos hosszu-
sagu szakaszhoz két kiilonbozé hosszusagu iv tartozik. Akkor jarunk el helyesen,
ha az RND értékét add [0; 1] intervallumot a korivnek feleltetjiik meg. Tehdt egy
véletlen csticsot pl. az x tengelytdl adott irdnyban folmért [0; 27[ szog jelsl ki a kor-
vonalon.

Y 4 Yy
— |~
————————— 0,811 0,81
0,6+ h\ 0,61
B
0,4+ 04+ B+=113,03°
~ = 251,04°
————————————————— 021 b 0\ g
—0,6 | —02 —0,6 0,2 o = 30,08
71\ —08 | —04 | 0] 02 04 06 08 }1 z 1| -0 " —oal ! 02 04 06 08 |1

Lo2¢
0,6+
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A program feladata a kovetkezd: N szamu kisérletet végez, és minden esetben
megallapitja, hogy a kapott pontok egy hegyesszogli hdromszog csucsai-e. Megsza-
molja ezeket, és a kapott k darabszamot a végén elosztja N-nel.

Eljaras Hegy3korvonal(N)
k:=0 (hegyesszdgli hdromszdgek szama)
Ciklus h := 1-tél N-ig
alfa := 27« RND(0, 1)
ax := cos(alfa) : ay := sin(alfa)
beta := 27« RND(0, 1)
bx := cos(beta) : by := sin(beta)
gamma := 27w« RND(0, 1)
cx = cos(gamma) : cy := sin(gamma)
Ha hegyes(ax,ax,bx,by,cx,cy) akkor k := k+1
Ciklus vége
Ki: k/N
Eljaras vége

Az eljardasban szerepld hegyes() fiiggvény megéllapitja, hogy a kapott koor-
dinatakkal jellemzett haromszog hegyesszogili-e. Ehhez a szogek pontos nagysigat
nem kell meghatarozni, csak azt, hogy derékszognél nagyobb, kisebb, vagy vele
egyenl6-e. Példaul az A cstcsndl 1évo szogrol elég informéciét ad az AB - AC ska-
laris szorzat elGjele. A fliggvény mindhdrom skaldris szorzat pozitiv értéke esetén
ad igaz valaszt. Ennek elkészitését az olvaséra bizzuk.

Viéltoztassuk meg a feladatot tgy, hogy most a pontok egy koérlapon talal-
haték! Akkor jarunk el helyesen, ha biztositjuk, hogy a korlapon véletlenszeriien
helyezkedjenek el a csticsok. Minél tobb kisérletet végziink, anndl jobban teljesiil-
nie kell, hogy a véletlenszerlien véalasztott pontok ,egyenletes siirtiséggel” vannak
elszorva a korlapon. Pontosabban fogalmazva: legyen a korlap egy T} és Ts teriiletli
részére es6 véletlen pontok szdama P; és P,. A kisérletek szamédnak novelésével a
Py /P, hédnyados kozeliti a Ty /Ty értékét, mikozben N értéke novekszik.

A korvonalndl lattuk, hogy a kapott [0, 1] intervallumot kib&vitettiik [0, 27[
intervallumma. Most teriiletekrol van sz, igy jo gondolatnak tlinik, hogy egy
véletlen csiucs x és y koordinatajat jelentse egy-egy RND érték. Ekkor azonban
egy egység oldali négyzeten oszlanak el egyenletesen a pontok. Ez nem jelent
gondot, ha az egységsugari koron kiviili pont esetén ujra prébalkozunk, és egy
masik véletlen szampéart kériink. Ezzel persze tovabb tart a program futdsa, de
a megoldas a kitlizott feladatot oldja meg. A program ezek alapjan a kovetkezo:

Eljaras Hegy3korlap(N)
k:=0 (hegyesszdgli haromszdgek szama)
Ciklus h := 1-t6l N-ig
ax := RND(0,1) : ay := RND(0,1)
Ciklus amig ax? +ay? > 1
ax := RND(0,1) : ay := RND(0,1)
Ciklus vége
... hasonléan a masik két csiccsal
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Ha hegyes(ax,ax,bx,by,cx,cy) akkor k := k+1
Ciklus vége
Ki: k/N
Eljaras vége

A feladat tovabb b&vithetd, pl. folvethetd, hogy a korvonalon vagy a korlapon
véletlenszeriien valasztott pontok atlagosan mekkora keriiletii, teriileti haromszo-
get hatdroznak meg. Ez utébbi feladatok eredménye Osszetett szamitasokkal kap-
hatd, mig Monte-Carlo-mddszerrel az eddigiekhez hasonléan.

Lapunk korabbi szamaiban foglalkoztunk a téméval, a megjelent cikkek koziil
most Cserti Laszlé: A munkdra fogott véletlen, 1. részét' ajanlandnk, amelyben t6bb
jo példat lathatunk a médszer hasznalatara.

Schmieder Laszlé

Informatikabdl kittizott feladatok

1. 448 (E) Egy fanatikus kosarlabda-szurkolo elore szeretné megvenni a be-
lépbjegyeket a bajnoksag februartél majusig terjedd idészakanak bizonyos mér-
kézéseire. Kedvenc csapata a Voros_Rokak, de szivesen nézi a Computerbonto és
a Bohocok meccseit is. Rendelkezésiinkre 4all, és honlapunkrol letolthet6
a naptar.txt dllomany, amely a mérkozések adatait és a szurkolonak a belépok
megvasarlasara tervezett maximalis pénzkeretét tartalmazza.

Az allomény elsd sordban a naptdrban szerepld mérkdzések szdma N (1 <
< N <€ 100) és a jegyvésdrldsra szént maximélis pénzkeret P (2000 < P < 50000)
talalhaté. Az ezt kovetd N sor az egyes mérkézések négy adatat tartalmazza: a hazai
csapat neve, az ellenfél csapatanak neve, a nap sorszama az éven beliil és a jegyar.
A mérkozések egy napon beliil sem kezd6dnek egyszerre, a szervezék biztositjdk,
hogy elvileg mindegyik megtekinthetd legyen.

Készitsiink programot 1448 néven, amely megoldja az alabbi feladatokat, ame-
lyekkel a szurkol6 jegyvalasztasat segitjiik. A képernyére irdst igényl6 részfeladatok
eredményének megjelenitése elétt {rjuk a képernyére a feladat sorszéamdt (példaul
4. feladat:). A beolvasds el6tt a vért tartalomra vonatkozé iizenetet jelenitsiink
meg.

1. Olvassuk be a naptar.txt allomany adatait és a kovetkezo feladatokat ezek
alapjan oldjuk meg.

"http://db.komal . hu/KomalHU/showpdf . phtml?tabla=Cikkéid=200459.

100 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2018/2



2. frjuk ki a képernyére, hogy a vizsgalt idészakban a Voros_Rokak csapat hany
mérkozést jatszik, és hogy mennyibe keriilne, ha a rajongd minden mérkozé-
siitkre venne jegyet.

3. Hatarozzuk meg, hogy a Voros_Rokak melyik nap jatssza el6szor és utoljara
otthon a mérkozését.

4. Adjuk meg az adatok alapjén, hogy mikor lesz utoljira olyan meccs, amikor
a harom kedvenc csapatbol kett6 egymaés ellen mérkozik.

Fanatikus szurkolé baratunk a megvéasarlandé jegyek kivalasztasahoz a kovet-
kez6 médszert alakitotta ki, amig a pénze elegendo:

— Idérendben megveszi a Voros_Rokak minden mérkozésének jegyét.

— Ar szerint ndvekvé sorrendbe allitja a Computerbonto és a Bohocok otthoni
mérkdzéseit és ezeket veszi meg sorrendben, amig a pénzébdl futja.

— Azonos aru jegyek esetén elszor a Computerbonto, majd a Bohocok mérkézé-
sére, ezen beliil idérendben vesz.

5. Adjuk meg sz6kozzel elvilasztva, egy sorban, azon napok sorszamat névekvéen
rendezve, amelyekre jegyet fog venni.
6. frjuk ki, hogy a harom kedvenc csapatat (kiilon-kiilon) hdny mérkézésen fogja
latni.
Bekiildend6 egy tomoritett i448.zip allomanyban a program forraskddja,
valamint a program rovid dokumentéacidja, amely megadja, hogy a forrasallomany
melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.

Letolthet6 fajl: naptar.txt

I. 449. A helyi 6nkorményzati vélasztdsokon kiilonbozd szervezetek (nem fel-
tétleniil csak partok) indithatnak jelolteket. A jeloltek egy része a vélasztdkertile-
tekben méri Gssze népszerliségét, az lesz képviselo, aki a legtobb szavazatot kapja.

Viélasztasi rendszeriinkben azonban a tobbi jeloltre leadott szavazat sem vész
karba. Ezeket jeloloszervezetenként dsszeadjék, az igy kapott szam a jelolészervezet
un. toredékszavazatainak szama. Minden jel6lOszervezet készit egy in. kompenza-
ciés listdt, ahonnan a kialakult toredékszavazatok szamatdl fiiggéen a kiosztott
mandatumok mellett még tovabbi képvisel6ket juttathat be az képviselGtestiiletbe.
A toredékszavazatok alapjan a mandatumok szétosztasardl a torvény a kovetkezo-
képpen rendelkezik:

a) Ossze kell dllitani egy tablazatot, amelyben minden lista neve alatt ké-
pezni kell egy szdmoszlopot. A szdmoszlop els6 szama az adott lista szavazatainak
szama. A szdmoszlop kovetkezé szdmai az adott lista szavazatainak szdma elosztva
harommal, 6ttel, héttel, rendre az 1j 0szt6 az el6z6 o0szto kettével megnovelt értéke.

b) Meg kell keresni a tdblézatban eléforduld legnagyobb szémot, és amelyik
lista szamoszlopaban talaljuk meg azt, az a lista kap egy mandatumot. Ezt kovetoen
meg kell keresni a kovetkezd legnagyobb szdamot. Amelyik lista oszlopaban talaljuk,
az a lista kap egy mandatumot. Ezt az eljarast kell folytatni mindaddig, mig
kiosztasra keriil az 6sszes mandatum.

(2010. évi L. térvény 15.8 (4))
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Feladatunkban tudjuk, hogy egy adott telepiilésen hat szervezet inditott je-
l6lteket (ezek legyenek rendre A, B, C, D, E és F). Ismerjiik tovdbbd az egyes
jeloloszervezetekre jutéd toredékszavazatok szamat és azt, hogy Gsszesen hany to-
vabbi képviseld szerezhet manddtumot. (A mintén ezeket az adatokat a szegélyezett
A2:J3 tartomény tartalmazza.)

Hatarozzuk meg a fenti szamitasi méd alapjan, hogy az egyes jelol6szervezetek
hény {6t juttathatnak be a képviselStestiiletbe a kompenzaciés listdjukrdl (a minta
4. sora). Feltételes formézassal emeljitk ki a tdbldzatban a manddtumot jelentd
celldkat.

A A B | C D | E | F G | H | 1 |

1

2 | Jel6ld szervezet: A B C D E F Listahely: 12
3 Téredékszavazat: 500 981 2000 4000 8000 5000

4 | Bejutott képviselSk: 0 0 1 2 3 2

5,

6 | 1 500 981 2000 4000 8000 5000

7 | 3 166,667 327 666,667 1333,33 2666,67 1666,67

8 | 5 100 196,2 400 800 1600 1000

9 7 71,4286 140,143 285,714 571,429 1142,86 714,286
‘ZJJMJ,’..W“\MW,“"‘“‘W‘,‘—'W"‘

Bekiildendo egy tomoritett i449.zip allomanyban a megoldést tartalmazo
munkafiizet és a megoldds rovid leirasat bemutaté dokumentécio.

I. 450. A képen lathaté egyszemé-
lyes ,, jatékot” barki megvasarolhatja.
A jaték hat, teljesen egyforma, ko-
z0s tengelyen elhelyezett ,hengerbdl”
all, amelyek paldstja pontosan ugyan-
annyi részre oszlik. Az elsé, a harmadik,
az 6todik és a hatodik henger minden
helyen szdmjegyeket tartalmaz, a maso-
dik mfiveleti jeleket, a negyedik pedig
reldciés jeleket. A hengereket ugy kell
elforgatni egyméashoz képest, hogy a ki-
alakul6 sorok mindegyikében az elsé ha-
rom altal mutatott kifejezés és az utolsd
két szamjegy altal alkotott szam kozott a negyedik helyen szerepl6 reldcié alljon
fenn.

frj unk programot, amely a fenti jaték sikbeli valtozatat valdsitja meg. A prog-
ram inditasakor a jatékos bedllitja a sorok szamat, amely 3 és 10 kozotti szam lehet.
Ezt kovetben a program véletlenszeriien general egy kiindulasi dllapotot, majd meg-
jeleniti az aldbbi mintdnak megfeleléen (bal oldali dbra). A generdldsndl iigyelniink
kell arra, hogy a feladat megoldhaté legyen. A jaték soran a jatékos altal valasztott
oszlopot (annak tartalmat) eggyel elcstsztatja a tobbihez képest. (A kicsisz6 elem
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az ellenkezd oldalon megjelenik.) A jaték befejez6dik, ha a jatékosnak sikeriil elér-
nie, hogy minden sorban teljesiiljon a reldcié (jobb oldali dbra). A jatékos a jatékot
feladhatja, ekkor a programnak meg kell jelenitenie a megoldast.

2 -/5 =,0 3 2 + 4 =06

8 + 7 >/2|5 8 * 5 > 2,3

3/ */4 < |7/|6 3/ -7 /< |T7/|5
generdlt kész

A feladat megoldasaként a versenykiirdsban szerepld eszkozokkel elkészithetd
alkalmazdsok mellett a webes vagy mobil applikdcidkat is elfogadjuk.

Bekiildendo egy 1450.zip tomoritett allomanyban a program forraskédja és
a miikodéséhez sziikséges egyéb fajlok, tovabba a hozzd kapcsolédd felhaszndléi
dokumentacio, valamint a leiras, amely tartalmazza, hogy a forrdsallomany melyik
fejleszt6i kornyezetben fordithato.

Az értékelésben 7 pont jar a feladat leirdsanak megfelel megoldasokért, 3 pont
pedig a megoldas kifinomultsdga, dtletessége, hasznalhatésaga alapjan keriil kiosz-
tésra.

I/S. 24. Egy hosszi alagtutban egy vaganyon kozlekedhetnek a vonatok egy
irdnyban. Az érkez6 vonatok nem egyforma hossztak és gyorsak, ezért az alagiton
kiilonboz6 id6 alatt érnek &t. A vonatok adott idépontban jonnek az érkezési ol-
dalon és az alagiton valé athaladds utdn azonnal tovdbbhaladnak. Az alagutban
egyszerre csak egy vonat tartézkodhat, tehat amikor az atjutott, akkor indulhat
a kovetkezO. Az érkezési oldalon 1évé vonatoknak igy altalaban varakozniuk kell.
Az alagit mindkét oldaldn elegendé szamu vagany van, tehdt az érkezési oldalon
megoldott a vonatok varakoztatédsa, illetve az alagiiton torténé atjutas utdn a ki-
1ép6 vonatok megfelel6 irdnyban valé tovabbhaladésa. fgy elvileg csak az alagut
foglaltsaga miatt kell varni, minden més vonatmozgas elhanyagolhato ideig tart, és
nem okoz fénnakadast.

A forgalomiranyiték feladata megadni, hogy mikor melyik vonat haladjon &t
az alaguton. Ismerik minden vonat érkezési idejét, illetve tudjak, hogy mennyi idé
alatt halad at az alaguton. Ugy dontottek, hogy a vonatok Gsszes varakozési idejét
minimalizaljdk, és ez alapjan hatarozzak meg a vonatok athaladasi sorrendjét.
Készitsiink programot, amely megoldja a forgalomiranyitést.

A program standard bemenete az adott idészakban érkezé vonatok N szdma,
majd a kévetkez6 N sorban az i-edik vonat t; érkezési és h; athaladési ideje talal-
haté perc mértékegységben. Az adatok az érkezési id6 szerinti sorrendben vannak.
A program adja meg a standard kimenet els6 sordaban a legkevesebb Osszes vara-
kozasi id6t, majd a masodik sordban a vonatok athaladasi sorrendjét a sorszamuk
folsoroldsaval.
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Példa (az tjsor karaktereket / jeloli):

Bemenet Kimenet

4/310/54/74/88/ 25/ 2341/

Korldtok: 2 < N <1000, 1 < t;, h; < 10°, egész szamok.

Ertékelés: a megoldéas lényegét leird dokumentécié 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes
kimenetet ad 1 masodperc futasid6 alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely csak kisebb N érték esetén ad helyes eredményt 1 méasodpercen beliil.

Bekiildend6 egy is24.zip tomoritett allomédnyban a megoldast leiré doku-
mentacié és a program forraskédja.

S. 123. Egy orszag sik teriile-
ten fekszik, minden varosa egy képze-
’ letbeli négyzethdlé egész koordinatdk-
8 kal rendelkez6 csticsdban helyezkedik el.
7+ o A kozlekedési miniszter javaslatdra fel-
6 . ajitjak az uthalézatot gy, hogy min-
den varosbdl minden vérosba el lehes-
sen jutni. A tervek szerint a varosok
kozotti utak az elképzelt négyzethdld
37 élei mentén haladnanak, egymassal par-
2 o huzamosan, vagy egymdésra merolege-
l l sen. Az utak egy-egy egész koordinataju
pontban taldlkozhatnak akar egy véaros-
of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ban, akdr a véroson kiviil. A miniszter

szeretné a legkisebb koltséggel elkészi-
teni az 1) uthdlézatot, ezért az utak Gsszhosszanak a leheto legkevesebbnek kell
lennie. Készitsiink programot, amely megadja ezt a legkisebb értéket.

A program standard bemenete az orszag varosainak N szdma, majd a kovet-
kez6 N sorban az i-edik varos helyének x; és y; egész koordindtai. A program adja
meg a standard kimeneten az sszekottetéshez sziikséges legrovidebb tthalozat tel-
jes hosszat.

Példa (az djsor karaktereket / jeloli):

Bemenet Kimenet

6/32/91/65/26/8T7/59/ 21 /

Korldtok: 2 < N <1000, 1 < z;,9; < 10°, egész szamok.

Ertékelés: a megoldas lényegét leiré dokumentacio 1 pontot ér. Tovabbi 9 pont
kaphaté arra a programra, amely a korlatoknak megfelel6 bemenetekre helyes
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kimenetet ad 1 masodperc futasid6 alatt. Részpontszam kaphato arra a programra,
amely csak kisebb N érték esetén ad helyes eredményt 1 mésodpercen beliil.

Bekiildendo egy s123.zip tomoritett adlloméanyban a megoldast leiré doku-
mentacié és a program forraskédja.

%

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkez6 cimen tolthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2018. marcius 10.

ok
ERICSSON-DiJ 2018 o
Felhivas dijazandé tanarok ajanlasara ’
Beérkezési hatdridé: 2018. méarcius 11. (éjfél) ERICSSON

Az Ericsson Magyarorszag 2018-ban ismét 8 kivalé pedagogust dijaz
osszesen 2 000 000 forinttal.

Az Ericsson Magyarorszag Kutatas-Fejlesztési Igazgatosaga altal 1999-ben ala-
pitott dijat altalanos-, vagy kozépiskolakban fizikat vagy matematikat oktato pe-
dagdégusok nyerhetik el. Az elismerés azért jott 1étre, hogy tdmogassa, elismerje és
erésitse a magyarorszagi, vilagviszonylatban is kiemelkedé matematikai és termé-
szettudomanyos alapképzést. Az Ericsson Magyarorszag elkotelezte magét a hazai
oktatds fejlesztése mellett; véllalasanak fontos része ez a dij. A kétezer f6s hazai
vallalat nemcsak a telekommunikécids ipar egyik legnagyobb munkaltatéja, ha-
nem 1400 f6s Kutatas-Fejlesztési Kozpontjaval a legnagyobb telekommunikacids és
informatikai kutatassal, szoftverfejlesztéssel foglalkozé szellemi centrum Magyaror-
szagon. Szaméra ezért elengedhetetlen a kivaléan képzett fiatal diploméds munkaerd.
A dijra esélyes pedagdgusok szakmai munkdja és emberi hozzddllasa teszi lehet6vé,
hogy a hazai miiszaki és természettudomanyi diplomaval rendelkez6k tuddsa megfe-
lel6 szellemi értéket képviseljen, és vonzéva tegye a beruhdzast infokommunikécios
cstcstechnoldgisak kutatéds-fejlesztésébe Magyarorszagon.

Az ERICSSON-DIJAKAT 2018-ban két kategoriaban itélik oda:
1. ,,Ericsson a matematika és fizika népszerisitéséért” dij

2 matematikat és 2 fizikat tanité pedagogus (altaldnos vagy kozépiskolai)
részére egyenként 250 000 Ft-tal jard dij.

Azok kaphatjak, akik tanitvanyaikkal aktivan bekapcsolodtak a Kozépiskolai
Matematikai és Fizikai Lapok vagy az ABACUS folydiratdnak pontversenyeibe,
vagy a tanitds mellett évek Ota a legtobbet teszik a tantargyuk iranti érdeklédés
felkeltéséért és megszerettetéséért.
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2. ,Ericsson a matematika és fizika tehetségeinek gondozasaért” dij

2 matematikat és 2 fizikat tanité pedagogus (ltaldnos vagy kozépiskolai)
részére egyenként 250 000 Ft-tal jard dij.

Azok kaphatjdk, akiknek tanitvanyai a legjelentésebb hazai vagy nemzetkozi
egyéni versenyeken, példaul a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok vagy
az ABACUS versenyek; a Varga Tamds, Kalméar Léaszl6, Zrinyi Ilona, Arany Déniel
matematikaversenyek; matematika vagy fizika OKTV; Oveges Jozsef, Jedlik Anyos,
Mikola Sandor, Szildrd Le6 fizikaversenyek; a Nemzetkozi Matematika vagy Fizika
Didkolimpidk, a Kiirschak Jézsef matematikai tanuléversenyek vagy az Eotvos
Lorand fizikaversenyek valamelyikén a 2012-2013-as tanévtél kezdodGen elnyerték
az els6 ot dij egyikét.

A dijakat a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvany itéli
oda, a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulat
Ericsson-dijbizottsdgainak ajanlasa alapjdn. A dijazanddkra frdsos javaslatot nyijt-
hatnak be szakmai és tarsadalmi szervezetek, a javasolt tanar tevékenységét ismero
kollégdk, tanitvanyok. Az ajanldsnak tartalmaznia kell a javasolt személy
részletes szakmai jellemzését, kiilonos tekintettel azokra a szempontokra, ame-
lyek alapjan a dijra érdemesnek tartjak. Pélyazatot csak a kiilonbozé kategoridk
elektronikus ,,Pédlyazati adatlapjain” nydjthatnak be. A palyézati irlapok elérheték
2018. februar 10-t6l a www.komal.hu oldalon. Ha a kordbbi években mar javasolt
tandr nem kapott dijat, a felterjesztést (aktualizdlva) kérjiik, ismételjék meg! Ratz-
életmiidijas tanart kérjiik, ne jeloljenek Ericsson-dijra! Viszont Ericsson-dijas tanar
8 év elteltével ujra felterjeszthet6 az Ericsson-dijra.

A pélydzati adatlapok 2018. mércius 11. éjfélig (23:59) lesznek elérheték. A pa-
lyazatokat kizardlag online lehet benyujtani. Kérdés esetén a kovetkezd e-mail cimre
irhatnak: matfund@komal.hu. A szakmai bizottsdgok a benyijtott {rdsos javasla-
tok alapjan részletes indoklast mellékelve javaslatot tesznek a jeloltek sorrendjérol,
mely alapjan a MATFUND kuratériuma 2018. dprilis 15-ig dont a dijazanddk sze-
mélyérél. A dijkioszt6 iinnepségre 2018. méjus végén, junius elején keriil sor.

»Egy alom megvalésul”
Tajékoztaté az Ericsson meghivasos palyazatardl

A 2018. évi FEricsson-dijazott tanarok iskoldi kisérleti, informatikai eszk6zok
beszerzésére meghivasos palydzatot adhatnak be. A pédlydzéknak be kell mutat-
niuk, hogy milyen programot terveznek a kévetkez6 tanévben az altaluk sziikséges-
nek tartott eszkozokkel, és hogy ez a tevékenység hogyan jarul hozza az iskoldaban
a matematika, a természettudomanyok, vagy az informatika népszertisitéséhez, ok-
tatdsdhoz vagy tehetségeinek gondozasahoz.

A 2018-as Ericsson-dijazottak iskoldinak igazgatoi értesitést kapnak a dij oda-
itélésérol, és ezzel egy idOben megkapjak a részletes palyazati felhivast. A palyazoi
korbe tartozé legfeljebb 8 iskola koziil egyetlen nyertest hirdet ki az Ericsson 2018
6szén. A pélydzatokat az Ericsson Magyarorszag Kutatds-Fejlesztési Igazgatdsiga
birdlja el a péalydzati itmutatéban leirt szempontok alapjan. Az Ericsson fenn-
tartja a jogot, hogy nem megfelel6 minGségii palyazatok esetén ne itélje oda ezt
az Osszeget.
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Fizika becslési verseny
Sarospatakon

A Sérospataki Arpad Vezér Gimnazium és Kollégium 1995-ben egy nem szok-
vanyos fizikaversenyt inditott el. Ez a — minden évben megrendezett — becslési
verseny, amelynek célja a becslési, valamint a gondolkodasi és a kisérletezoképesség
fejlesztése.

Az elsé évben a verseny a hatdron tuli testvériskoldk (Kassa, Nagykapos,
Kiralyhelmec, Munkdacs és Temesvar) magyar didkjai és iskoldnk csapata kozott
zajlott. Késébb bekapcsolddott Székelykeresztir és Zenta is. A 2001/2002-es tan-
évtol az Arany Janos Tehetséggondozé Programban tanuld iskolak részvételével
a verseny két kategéridban zajlik.

Minden évben egy-egy kiemelked$ magyar fizikusrdl, tudésrél emlékeziink meg.
Kivétel volt a 2005-6s év, amikor Albert Einsteinre emlékeztiink az Einstein-év kap-
csan. Az elmult években Jedlik Anyos, Eotvés Lordand, Szilard Led, Mikola Sdn-
dor, Bolyai Jdnos, Oveges Jézsef, Léndrd Fiilop, Bdnki Dondt, Teller Ede, Békésy
Gyorgy, Gdbor Dénes, Bay Zoltin, Déri Miksa, Bldthy Otto, Zipernowsky Kdroly,
Brody Imre, Zsigmondy Richdrd, Hevesy Gyorgy élete és munkassaga képezte a ver-
seny témajat. Az idei tanévi verseny Segner Jdnos Andrds életével és munkassagéaval
foglalkozott haldlanak 240. évforduléja alkalmébdl. A hdromfés csapatok otthoni
el6zetes ,kreativ feladata” Segner életét és tevékenységét bemutato poszter elkészi-
tése, és egy elektromos Segner-kerék mitkodtetése volt, amit sajat készitésii leideni
palack feltoltésével hozhattak forgdsba, valamint egy mechanikus Segner-kerék ké-
szitése, amelyet egy mianyag flakonbdl kidaramlo viz forgat. Az irasbeli feladatot
(életrajzi totd, fizikai totd) egyénileg oldottak meg a versenyzok, amelyre az el6re
megadott irodalom alapjén késziilhettek fel. A szébeli feladatokat ismét csapaton-
ként oldottak meg a didkok. Két példa a 14 szébeli feladatbdl:

1. feladat. a) Hogyan kapcsolédik
az abran lathato kép Segner Janos And-
ras munkdssagahoz?

b) Egy hegyi patak vize 0,1 m? ke-
resztmetszetli sugdrban 7 m/s sebesség-
gel csapddik a malomturbina 4 m/s se-
bességli lapatjara. Becsiild meg, mek-
kora er6t fejt ki a viz a lapatokra! Becsiild meg a teljesitményt!

10. feladat. Becsiild meg, mennyi a 30 cm hosszi milanyag vonalzé témege,
ha a 200 Ft-os pénzérme tomege 9 g. A becsléshez csak az asztalt és a pénzérmét
hasznalhatod fel.

A legnagyobb sikert — mint mindig — most is a Szeder Ldszld vezette isko-
lai csapatmunka hozta. A csapatok haromoéras, nagyon aktiv egyiittes munkédval
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(fards, faragds, tervezés, szerelés) ,,Széllel szemben haladd jarmii szerelését, épité-
sét” végezték el. Az alaposszedllitasi rajz csak a szerkezet egyszeriisitett sablonjat
tartalmazta; a siklapatok, attételek megvaldsitasa egyéni feladat volt.

A didkok és a tanarok kikapcsoléddsként nagy érdeklédéssel nézhették Hirt-
lein Kdroly (BME) kisérleti bemutatéjat a hulldmok és a hangtan témakorbol.
A verseny egyben lehet8séget nyijt a fizikaszakos tanarok tapasztalatcseréjére is.
Dr. Kirsch Eva (DE Kossuth Lajos Gyakorlé Gimnazium) tartott médszertani elé-
addst és miihelyfoglalkozédst. A kreativ szerelési munkabdl a tanarok sem maradtak
ki. Szeder Laszl6 irdnyitasaval ,,Schrodinger-macskajat” szerelték 6ssze. Ennek a ké-
sziiléknek semmi koze nincs Schrodinger elhiresiilt macskajahoz, legfeljebb annyi,
hogy egy macskaalakot vagott ki az egyébként tréfas kedvii tandr dr. Valéjaban
ez egy ,nitinol-gép” (nikkel-titdn Stvozetet tartalmazé héerégép). A gép mitkodé-
sének alapja az ugynevezett emlékez6fém, amely kiilonleges 6tvozetbol késziilt, és
melegités hatdsdra (kb. 55 °C-os vizbe téve) a gép egyik fémkerekének anyaga at-
kristdlyosodik. A fémben a belsd szerkezeti valtozas hatasara mechanikai fesziiltség
jon létre, amely egy csigdn meghajlé fémszélat kiegyenesiteni igyekszik.

A verseny évenkénti megszervezése nagymértékben Téth Tamds intézményve-
zetonek koszonhetd, aki figyelemmel kiséri és sziviigyének tekinti a fizikat kedvel6
tanulok ezen komplex versenyét.

Bigus Imre
a feladatok kitliz&je

Gyakorlé feladatsor
emelt szintii fizika érettségire

Tesztfeladatok™

1. Mekkora egy fiiggélegesen feldobott acélgoly6 gyorsulasa?

A) Mindvégig g.

B) Felfelé g, lefelé —g, a tetOponton nulla.

(') Mindvégig nulla, mert a szabadon es testek stlytalanok.

D) Csak az acélgoly6 tomegének ismeretében hatdrozhatjuk meg.

2. Egy rugds jatékpuskdval h magassagra 16hetiink ki egy kis 16vedéket, ha
a jatékpuska rugéjat x-szel 6sszenyomjuk. Mennyire kell a jatékpuska rugdjat 6ssze-
nyomnunk, hogy ugyanazt a kis 16vedéket 2h magassédgra l6hessiik fel?

A) V2w B) 2x; C) 2V/2x; D) 4z.

3. Egy m tomegl testet rogzitiink egy elhanyagolhaté tomegii, merev rud
egyik végére. A rid maésik vége egy rogzitett, vizszintes tengely koriil sirlédés-
mentesen elfordulhat. A rudat fiiggélegesen felallitjuk, majd a testnek egy kicsiny,

* A vélaszok koziil minden esetben pontosan egy a helyes.
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elhanyagolhaté kezd6sebességet adunk. Mekkora lesz a rud szogsebessége vizszintes
helyzetében?

A) 2/9. B) 2g. C) 2myg.
D) A vélaszt csak a rid hosszénak ismeretében adhatjuk meg.

4. Két mihold korpalyan kering a Fold koriil, az egyik palydjanak sugara
legyen rq, a masiké pedig ro. Hogy ardnylik egymdashoz ennek a két miiholdnak
a sebessége?

2
V1 T2 V1 T2 V1 7"2
L S LG L3
(%) T1 (%) T1 (%) L
D) Az el6z6 valaszok mind hibdsak.

5. Egy rugéhoz erésitett tomegbdl 4llé rezgd rendszer energidja melyik fizikai
mennyiséggel all egyenes aranyossagban?

A) A rezgés amplitiudéjdval

B) A tomeg négyzetével.

C) A frekvencia négyzetével.

D) Az amplitidé és a rugdéllandé szorzatdnak négyzetével.

6. Egy viz alatti hangforrdas valamilyen magassdgu, hallhaté hangot kelt.
A hang eléri a viz felszinét, ahol a hanghullim egy toredéke kijut a szabad le-
vegdre. Tudjuk, hogy a hang terjedési sebessége vizben 1450 m/s, levegbben pedig
340 m/s. Hogyan véltozik meg a kilépé hang hullimhossza és frekvencidja?

A) A hulldmhossz nem valtozik, a frekvencia megnd.
B) A hulldmhossz nem véltozik, a frekvencia lecsskken.
C) A frekvencia nem valtozik, a hullAmhossz megnd.
D) A frekvencia nem véltozik, a hulldmhossz lecsokken.

7. Egy tartdlyban 0,1 mol Hy és 0,1 mol Os géz van termodinamikai egyensilyi
allapotban. Melyik megallapitas helyes?

A) A tartalyban a hidrogén- és az oxigénmolekuldk dtlagos mozgdsi energidja
azonos.

B) A tartalyban a hidrogén- és az oxigénmolekuldk &dtlagos sebessége meg-
egyezik.

C) A tartdlyban az oxigénmolekuldk dtlagos mozgési energidja 16-szorosa
a hidrogénmolekuldk mozgési energidjanak.

D) A tartalyban a hidrogénmolekuldk atlagos mozgdsi energidja 16-szorosa
az oxigénmolekuldk mozgdsi energiajanak.

8. Két kiilonb6z6 méretii, koncentrikus vezetd hurok ugyanabban a sikban fek-
szik. A kiils6é hurokban az éramutaté jarasaval megegyez6 irdnyban egyre novekvé
nagysagu aram folyik. Milyen az indukalt dram a bels6 hurokban?

A) Nulla.

B) Az éramutaté jarasaval megegyezé irdny.

C) Az éramutaté jardsdval ellentétes irdny.

D) Az indukélt dram irdnya a hurkok méretének ardnyatdl fiigg.
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9. Aramiitések okozta sériilések esetén melyik fizikai mennyiség hatarozza meg
dontéen a sériilés sulyossagat?

A) Az dramerdsség,. B) A fesziiltség. C) A fesziiltség polaritésa.
D) A frekvencia.

10. Hanyszor nagyobb egy 400 keV mozgasi energiaji elektron sebessége, mint
a 100 keV mozgasi energiaji elektroné?

A) Kétszer; B) négyszer; C') tébb, mint négyszer;
D) kevesebb, mint kétszer.

11. Valasszuk meg a félbehagyott mondat folytatasat ugy, hogy az allitas igaz
legyen! Ha egy fénysugér egy pldnparalel lemezre 30°-os beesési szoggel érkezik,
akkor kilépéskor a torési szog

A) 30°; B) 45°; C) 60°.

D) Csak a torésmutaté ismeretében adhaté meg.

12. Vélasszuk meg a félbehagyott mondat folytatasat ugy, hogy az allitas
igaz legyen! Ha egy izotop felezési ideje 6 6ra, és a megfigyelés els6 6 érajaban
1010 db részecske bomlott el, akkor a kovetkezd 6 6raban elbomlé részecskék szama
hozzavetdleg

A) 10 B)10°; C)5-10% D) In2-10.

13. Hogyan nevezziikk egy elektron és egy pozitron taldlkozasakor létrejové
jelenséget?

A) Szétsugérzds; B) péarképz6dés; () radioaktiv sugdrzas;
D) elektronbefogds.

14. Milyen tulajdonsagu kép keletkezik a szem ideghartydjan?
A) latszolagos, kicsinyitett, egyenes allast;

B) valddi, kicsinyitett, egyenes dlldsu;

() latszdlagos, kicsinyitett, forditott alldsu;

D) valédi, kicsinyitett, forditott alldsu.

15. Egy testet rugds erémérére fiiggesztiink, megmérjiik a siulyat a levegSben.
Ezutan a testet viz ald meritjiik, és azt tapasztaljuk, hogy a sulya a harmadéra
csOkkent. Mekkora a test stirtisége?

A) 3 g/cm?; B) 2 g/cm3; C) 1,5 g/cm3; D) 4/3 g/cm3.

Szamolasos feladatok

1. Egy vizszintes, surléddsos asztalon vizszintes helyzetii fondl segitségével
0,5 m sugart korpélydn 1 m/s sebességgel egyenletesen hizunk egy 0,6 kg tomegii
testet. A test és az asztal kozotti csiszasi surlédési egyiitthaté értéke 0,25.

a) Mekkora nagysagi a fondlerd?

b) Mekkora szoget zdr be a fondl a test sebességvektordval?

¢) Mekkora a fondlerd pillanatnyi teljesitménye?
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2. Egy hosszu egyenes rézvezeték vastagsdga 2 mm, a vezetében 20 A dram
folyik, ami a vezeték keresztmetszetén egyenletesen oszlik el.

a) Mekkora a mdagneses indukciévektor nagysdga a vezeték koézépvonaldtol
3 mm tavolsagra?

b) A vezeték belsejében hol vannak azok a pontok, ahol a mégneses indukcié
ugyanakkora, mint a vezeték kozépvonaldtol 3 mm-re (vagyis a vezetéken kiviil)?

3. Egy 10 km-es, nyugatrol kelet felé haladé foldalatti kabel két vezetékbdl &ll.
A kéabelek kilométerenkénti ellenélldsa 13 €. Valahol a két kabel kozott, a nyugati
oldaltdl mérve x tavolsagra, atvezetés jon létre, melynek ellenalldsat jeloljik R-rel.
Ha a nyugati oldalon mérjiik meg a két kabelkivezetés kozotti ellendllast, akkor
100 Q-ot kapunk, ha a keleti oldalon, akkor 200 2-ot.

a) Hol van az dtvezetés, vagyis mekkora x?
b) Mekkora az dtvezetés R ellendlldsa?

4. A mikroszképokkal elvileg elérhetd felbontdképességet a mikroszkép tizeme-
lésekor hasznélatos hulldmhosszisdg korldtozza (a felbontéképesség a hullimhossz
nagysagrendjébe esik). Tegyiik fel, hogy valaki egy 100 pm dtméréjii atom belsejébe
akar ,nézni”. Ha sikeriil a felbontéképességet 10 pm-re javitani, akkor mar sikeres
lehet az eljaras.

a) Elektronmikroszképot haszndlva, minimdalisan mekkora energigji elektro-
nokra lenne sziiksége?

b) Fénymikroszképot hasznédlva, minimdalisan mekkora energidji fotonokra
lenne sziiksége?

¢) Valéban sikeres lesz ez az eljards? Létrehozhatunk-e képet az atom belsejérol
10 pm-es hullamhosszisagu elektron- vagy fényhullamokkal?

Honyek Gyula
Budapest

Mérési feladat megoldasa

N

M. 370. Mérjik meg legaldbb hdromféle szemcsés élelmiszer (példdul rizs,
mak, liszt, kristdlycukor, porcukor) rézsiiszogét!

(6 pont) Kozli: Részegh Anna, Vacduka

Megoldas. 1. A mérési feladat meghatdrozdsa: A mérés soran kristalycukor,
buizadara és konyhasé rézsliszogét mértem. Amikor ezen anyagokat kicsiny nyilasi
tolesérbol sik, vizszintes, surlddasos feliiletre ontjiik, akkor a kiontott anyag koze-
lit6leg egyenes korkup alakot igyekszik felvenni. A rézsiiszog ezen kip alkotdinak
a vizszintes sikkal bezart szogét jelenti; feladatunk ennek a szognek a megmérése.
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2. A mérési elrendezés (vdzlatosan): A rézsliszoget («) legegyszeriibben a kiip
h magassaganak, illetve az alapkor d atméréjének mérésével hatarozhatjuk meg:

) 2h
ga=—.
Feladatunk tehat az, hogy valamilyen médon megmérjiik az ,,anyaghalmaz” magas-
sagat és az alapkorének atmérGjét. Szamithatunk arra, hogy esetleg nem kapunk
pontosan kor alapd kuipot, ezért két (egymdsra merdleges) irdnyban is mértem
a halmaz atméréjét. Ezeket a méreteket a-val és b-vel jeloltem, és a d atmér6t
a szamtani kozepiikkel kozelitettem. A rézsiiszoget a mért adatokbdl az

a = arctg ——
ga+b

képlet szerint szamoltam.

3. A méréshez sziikséges eszkdzok:

— Héromféle, kell6 mennyiségii szemcsés anyag (esetiinkben kristdlycukor, bu-
zadara és konyhaso);

— kellden nagy sik feliilet;

— A4-es nagysagi milliméterpapir;

— kett6 darab 40 cm-es egyenes vonalzé és egy derékszogl vonalzo;

— celluxragaszto;

— Bunsen-illvany és egy hosszabb kémcs6fogd;

— mianyag tolcsér.

4. A mérés menete: Elbszor el0készitettem a terepet. A mérést az iskolank-
ban végeztem, a kémia laborban, érak utan, egyediil, eszk6zhasznalati engedéllyel.
Az ottani padok régzitve vannak, feliiletiik szinte teljesen sima. Egy ilyen pad sarka-
hoz kozel, oldalaival parhuzamosan helyeztem el az A4-es méretii milliméterpapirt,
amit négy sarkanal celluxszal lerogzitettem. Emellett a milliméterpapir két, egy-
masra meroleges éléhez egy-egy 40 cm hosszi vonalzot tettem, melyeket szintén ra-
gasztéval tartottam a helyiikon. A milliméterpapir és a vonalzok egyiitt az ,,atmérs”
két mért értékének gyorsabb és konnyebb leolvasasat biztositottak. A kémecséfogd
segitségével a Bunsen-dllvanyhoz rogzitettem a miianyag tolcsért. Az allvanyt ugy
allitottam be, hogy a két vonalzétdl 100 mm tavolsagra legyen az a pont, ahova
a tolcséren at lepergd szemcsés anyag esik. Ebben az elrendezésben a kiilonb6zé
minodségil és mennyiségli szemcesés anyagok — a tolcséren keresztill atontve — ugyan-
abban a pontban érkeznek le a milliméterpapirra, majd egy kis id6 elteltével magara
a kupacra. Ezaltal elérjiik, hogy megkozelitéleg kor alapi, egyenes kipot kapjunk,
melynek csticspontja ismert lesz.

A tolesér kivezetd nyilasat a milliméterpapirtél 40 mm magasan helyeztem el.
A derékszogii vonalzét celluxszalag segitségével — a tolcsér kozelében — az asztal
széléhez rogzitettem, igy lehetové valt az anyaghalmaz magassaganak leolvasasa.

Ezek utan el6szor a kristalycukrot, majd a buzadarat, végiil pedig a konyhasot
vizsgaltam. Az anyagokat lassan ontottem at a tolcséren. A mérést kozel 40 mm
atmérdji kipoknal kezdtem elvégezni. Itt megalltam, mértem, ontéttem még egy
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kicsit, majd ujra megalltam mérni. Ezt addig folytattam, amig 5 lépésben elértem
egy kb. 75 mm atméroju kiapot. Anyagonként haromszor végeztem el ezt a mérési
sorozatot.

A mérési adatokat (a, b és h értékeit, illetve a beldliik szdmitott o szogeket)
téabldzatba foglaltam. (Ezt a tdbldzatot a jegyz6konyv tartalmazza, de itt terjedelmi
okokbdl nem kozoljiik. — A szerk.)

5. A mért adatok kiértékelése: A két (egymdésra meréleges irdnyban mért) at-
mérd eltérése nem volt nagyobb 2 mm-nél, tehat a korkipalak feltételezése jogosnak
bizonyult. Azt tapasztaltam, hogy a rézsiliszog nagysdga fiiggetlen az anyaghalmaz
magassagatol (vagy ez a fiiggés olyan kicsi, hogy nem lehet észlelni). Ezek utdn
anyagonként kiszamoltam (a mérésenként kapott rézsiiszogértékek szamtani ko-
zepét képezve) az dtlagos rézsliszogeket. A mérés pontossigira a mérési adatok
statisztikus ingadozdsdbdl és a mért mennyiségek leolvasdsi pontossagabol lehet
kovetkeztetni.

Osszegezve az eredményeket, végiil a kristalycukor rézsiiszoge 33,3° + 0,4°,
a buzadara rézsliszoge 36,2° + 0,4°, a konyhas6é pedig 40,2° + 0,3° nagysdgunak
adodott.

Konddkor Mdrk (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan

23 dolgozat érkezett. Helyes Fajszi Bulcsi, Konddkor Mark, Krasznai Anna,
Marozsdk Tébids, Morvai Orsolya, Olosz Adél, Osvath Klara megoldasa. Kicsit hidnyos
(4-5 pont) 3, hidnyos (1-3 pont) 11, hibds 2 dolgozat.

Fizika gyakorlatok megoldasa

G. 604. Kozepén ékkel alditdmasztott, L = 3 m hosszi, vizszintes deszkan egy
m1 = 0,2 kg tomegi és eqy mo = 0,3 kg tomegi, kis méreti test taldlhato. Kozottik
egy £ = 0,3 m-re dsszenyomott, fondllal rogzitett, elhanyagolhato témegid, de erds
rugo van. Az €k éppen a rendszer tomegkozéppontja alatt van.

L
}E e ;}
ma ] me
A

A fonalat elégetve az my tomegi testet vi = 2 m/s sebességgel liki el a Tugd.
Melyik oldal felé és mennyi id6 milva billen meg a deszka? (A surlddds elhanya-
golhatd.)

(4 pont) Kozli: Kobzos Ferenc, Dunatijvaros
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Megoldas. A rendszerre nem hat vizszintes iranyu kiilso erd, igy a vizszintes
irdnyd impulzus allandé marad. Ha az mo tomegl test sebessége a fondl elégetése
utdn ve lesz (jobbra), akkor felirhatjuk, hogy

mq m
mqvy — Moty = 0, ahonnan vy = —wv; =1,33 —.
mo S

Az ék a 3 méteres deszka kozepénél, éppen a rendszer tomegkozéppont alatt
helyezkedik el. A deszka forgatényomatéka az ékre nulla, tehat a két kis méretii
test eredd forgatényomatéka is nulla kell hogy legyen a rugé szétlokodése el6tt.
Ha az m; tomegli test = tavolsdgra volt az ékt6l (balra), akkor a forgatényomatékok
egyensilyanak feltétele:

x-my = —x) ma,

ahonnan az adatok behelyettesitése utan

r=—"2 /018 m
mi + mo
adédik. A kisebb tomegi test tehét s; = 1,32 m tavolsdgra volt a deszka bal oldali
sz€é1ét6l, a nehezebb pedig so = 1,38 m tavolsagra a deszka jobb oldali szélétdl.

A deszka és a rajta 1év6 testek kozos tomegkozéppontja akkor fog megvaltozni,
amikor az egyik test elhagyja a deszkat. Ez a kisebb tomegii testtel torténik meg
hamarabb, nevezetesen

=L — 0,665
U1
idével a fonal elégetése utan, hiszen — stirlédas hidanyaban — egyenes vonald egyenle-
tes mozgéssal mozog a deszka széle felé. Ennyi id6 alatt a nagyobb témegii test még
nem éri el a deszka masik szélét, ugyanis (a lendiiletmegmaradds torvénye szerint)
a kezdGsebessége kisebb, a deszka szélétél mért kezdeti tavolsdga pedig nagyobb,
mint a kisebb tomegi testé.

A deszka tehat a fondl elégetése utan 0,66 s elteltével jobbra fog megbillenni.

Vida Tamds (Gy6r, Kazinczy F. Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

20 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 4, hibds 1 dolgozat.

G. 609. Az abran ldthaté ember sajd-
tos maodon tamaszkodik eqy hdzfalnak, arra

F erdt fejt ki. Ha a talajhoz régzitett

EEI EEI EEI koordindta-rendszerbdl nézzik, a falnak td-
maszkodd ember nem wvégez munkdt, mivel

E Ijj HEI az elmozduldsa nulla. Az autdban v sebesség-
; F gel utazé megfigyeld szerint az ember hosszi

uton folyamatosan fejti ki az erdt, tehdt mun-
U@lﬁ kat végez. Miért nem fdrad ki az igy pihend
ember?
(3 pont)
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Megoldas. Sem a hdz, sem az ember mechanikai energidja nem véltozik,
hiszen gyorsuldsuk nulla. (Ez a megéllapitds éppiigy érvényes a talajhoz rogzitett
,»all6” koordindta-rendszerben, mint az auté ,,mozgd” rendszerében.) A munkatétel
szerint W = AFE, igy W = 0. Tehdt sem az ember, sem a haz ,nem firad el”.

Tobb dolgozat alapjin

29 dolgozat érkezett. Helyes Barath Léaszld, Beke Zsolt és Osvath Klara megoldésa.
Hidnyos (1-2 pont) 5, hibds 21 dolgozat.

G. 614. Egy D direkcios dllandoju, elhanyagolhato témegid rugé végeihez azo-
nos, m tomegid korongokat erdsitettiink. A rugdt és a korongokat a rugd nyijtat-
lan dllapotdban egy légpdrnds asztalra helyezziik, €és a rugd tengelyének irdnydban
vo sebességili mozgdsba hozzuk. Egy adott pillanatban a hdtul lévé korongot hirtelen
megdllitjuk, €s fogua tartjuk.

a) Mennyi idé milva fordul vissza a mdsik test?

b) Mekkora lesz a rugd legnagyobb megnyiildsa, és legfeljebb mekkora rugalmas
energidval rendelkezik a rugé?

Adatok: D =16 N/m, m = 0,25 kg, vg = 2 m/s.
(3 pont)

Megoldas. a) A rugé és a korongok eleinte egyenes vonali egyenletes mozgést
végeznek. Miutan az egyik korongot megfogtuk, a rugé masik végéhez rogzitett
korong harmonikus rezgémozgasba kezd, amit az elmozduldssal aranyosan névekvé
rugder6 biztosit. A mozgas a rugd nyudjtatlan allapotaban indul, a rugé legnagyobb
megnyuldsa, vagyis a korong visszafordulasa a mozgéds periédusidejének negyede,

27r,/%
T = ~ 0,20 s

4

id6 mulva kovetkezik be.

b) A rugénak és a korongnak eredetileg E = %mv% = 0,5 J energidja van.
(A rugénak ekkor még nincs rugalmas energidja és az elhanyagolhat6 témege miatt
a mozgdasi energidja is nulldnak vehetd.) Az energiamegmaradds torvénye alapjan
a rugénak nem lehet E-nél tobb rugalmas energidja, és pontosan E nagysagu
akkor, amikor a korong éppen megéll (visszafordul). A rugé megnyuldsa is ekkor
lesz a legnagyobb. A rugd rugalmas energidjanak E = %Dm2 képletét atrendezve
megkapjuk a maximalis megnyulast:

A/ sz 0,25
Tmax = =Y, m.
D

Janosik Mdaté (Gy6r, Révai M. Gimn., 8. évf.)

43 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 14, hidnyos
(1 pont) 12, hibds 4 dolgozat.
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Fizika feladatok megoldasa

P. 4956. Egy csillagdszati tavesd | fokusztdvolsdgu parabolatiikrének tengelye
egy adott pillanatban éppen fiiggdleges. A tikor pereme ekkor H-val magasabban
van, mint a tikor legmélyebb pontja. Egy m tomegl kis test a tikor peremétdl
idulva surléddsmentesen lecsiszik a tikor kézéppontjdig. Mekkora erdvel nyomja
ott a tikrot?

(5 pont) A Kvant nyomén

I. megoldas. A sirléddsmentesen lecsiiszd test sebességét a parabolatiikor
legmélyebb pontjaban az energiamegmaradés torvényébdl szamithatjuk ki:

1
mgH = §m1)2, ahonnan v=+/2gH.

A palya legalsé pontjanak kozelében a test mozgdsa egyenletes kormozgas-
sal kozelithet6. A korpdlya sugara (a parabola simulékoérének R sugara) meg-
egyezik a parabola p paraméterével, ami a fékusztavolsiag kétszerese (lasd pl.
https://hu.wikipedia.org/wiki/Fékusztavolsag):

R=p=2f.

(Ugyanezt az osszefiiggést a gombtiikor fokusztavolsdganak ismert képlete alapjin
is megkaphatjuk.)
A kérmozgds dinamikai feltétele (az 1. dbra jeloléseit hasznalva):

2
N — =m—
mg mR,

<

ahonnan a keresett nyoméero:

2 29H H
N:mg—l—m;)— :mg—i—mg—f =mg (1+f>.
Kolontdri Péter (Pécs, Lebvey Kldra Gimn., 12. évf.)
II. megoldas. Vizsgéljuk meg, hogy hany metszéspontja lehet egy f fokuszta-

volsagu paraboldnak és a paraboldt a talppontjanal érinté r sugart kornek! A gor-

bék egyenlete

Afy = a2, illetve 22+ (y — r)2 =72,

ahonnan a metszéspont(ok) y koordindtdjat megadd dsszefiiggés:

y? =2y(r —2f).
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2. dbra

Innen l4thatd, hogy (y > 0 miatt) a két gorbének csak akkor lesz egynél tobb
metszéspontja, ha r — 2f > 0 (2. dbra). A legnagyobb kor, amelynek csak egyetlen
k6zos pontja van a paraboldval (ez felel meg a simulékérnek) R = 2f sugart.

Az energiamegmaradds alapjan a test sebessége a palyajanak legalsé pontjaban
v = +/2gH. Newton II. térvénye szerint

2gH
N — =
mg=m T
innen a nyoméer6
H
N =mg }Lf

Péta Baldzs (Gy6r, Révai M. Gimn., 11. évf.)
IT1. megoldas. A parabola talppontjanak kozvetlen kozelében a test vizszintes

irdnyd sebességét allanddnak, v = /2gH nagysdgunak tekinthetjiik, a vizszintes
irdnyu elmozdulast tehat minden pillanatban az

z(t) = vt = t\/29H
Osszefiiggésbol szamithatjuk ki. Mésrészt tudjuk, hogy a tiikor forgéasfeliiletének

vezérgorbéje egy olyan parabola, amelynek egyenlete:

.1‘2

-7

Ebbdl a két egyenletbdl megkapjuk (kozelitéleg) a test fiiggbleges irdnyd elmozdu-
lasat az id6 fiiggvényében:

2
v === (o) P =52

Létjuk, hogy a kis test a = Hg/f nagysigu, fiiggblegesen felfelé irdnyulé gyorsu-
ldssal mozog. Ilyen mozgast az

Y

N —mg =ma
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mozgasegyenlet szerint

f

er6 képes létrehozni, tehat ekkora erdvel nyomja a tiikor a kis testet, és ugyanek-
koraval nyomja az is a tiikrot.

H
ng+mamg<1+>

Berke Martin (Zalaegerszegi Zrinyi M. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

45 dolgozat érkezett. Helyes 40 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 4, hibds 1 dolgozat.

P. 4964. Legaldbb mekkora erdvel lehet felboritani eqy jégen csiuszo jégkockadt?
(A sirlédds elhanyagolhatd.)

(5 pont) Példatdri feladat

Megoldas. Belathato, hogy a cstszd jégkocka akkor borithaté fel a leg-
konnyebben, ha a boruldst el6idéz6 eré a kocka egyik fels6 e élének P felezo-
pontjdban, az e élre merdleges (fiiggbleges) sikban hat. Hatdresetben, valamekkora
F nagysagu és a vizszintessel alkalmasan valasztott o szdget bezard er6 hatasiara
a jégkocka még éppen nem billen meg az e-vel atellenes f él koriil, és fliggoleges
irdnyban sem gyorsul. F-et barmilyen kevéssel meghaladd nagysdgu er6 hataséara
a jégkocka megbillen, a tomegkozéppontja megemelkedik, és a tovabbiakban ezek
a mozgasok egyre gyorsabban folytatédnak, tehdt a jégkocka felborul (1. dbra).

F
«a
e, P
d O 450—06
N
mg
1. dbra 2. dbra

A jégkockara haté erék (az F' erd, az mg nehézségi erd és az f élnél hatd, a talaj
altal kifejtett fiiggbleges iranyd N nyomders) mindegyike az e élre merdleges sikban
hat. Tekintsiik ezeket a (sikbeli) er6ket a felborulds hatérhelyzetében (2. dbra).

A d oldaléli kocka O tomegkozéppontjara felirt forgatényomatékok osszege

nulla:
V2

- ——d.
2

d
N§:Fcos(45°—a)
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A tomegkozéppont fiiggbleges irdnyu gyorsulasa nulla, igy
mg — N — Fsina =0.
Ezekbél (N kikiiszobolése utdn) az F' erére « fiiggvényében

mg - mg
sina 4+ v/2cos (45° — )  2sina 4 cosa

Fla)=

adodik. Ezen kifejezés minimumat, vagyis a nevezdjének maximumat keressiik.

A 25sin o+ cos a kifejezés legnagyobb értéke /5, amit a ~ 1,1 radidnnal, vagyis
kb. 63°-nél vesz fel*. A szélsGértéket differencidlszamitéssal, trigonometrikus &t-
alakitasok felhasznaldsaval, vagy elemi geometriai megfontolasokkal is meg lehet

hatéarozni.

A szabadon csusz6 jégkocka felboritasahoz tehat legalabb F = % ero sziiksé-

ges, ez a jégkocka silyanak kb. 47 szazaléka.

Pdéta Baldzs (GyOr, Révai M. Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

58 dolgozat érkezett. Helyes 13 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 5, hidnyos
(1-3 pont) 32, hibds 4, nem versenyszeri{i 4 dolgozat.

P. 4972. Egy { hosszusagu, konnyd és nyujthatatlan fondl egyik végét fel-
figgesztyik, a mdsikat pedig egy kicsiny gytirihéz kitjik, amely surloddsmentesen
csuszhat egy — a felfiiggesztési pont felett d < £ magassagban taldlhato — vizszintes
radon. Az ily mdédon elhelyezett fondlra kifeszitett dllapotban egy kicsiny csiga kiz-
vetitésével m tomegi sulyt akasztunk a rid kozvetlen kozelében, majd a rendszert

magdra hagyjuk.

a) Mekkora lesz a test sebessége a pdlya L
legalsd pontjdaban?

b) Milyen girbe mentén mozog a sily?
¢) Mekkora erd fesziti a fonalat a pdlya
legalso pontjdndl?

(5 pont) Kozli: Németh Rdbert,
Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn.

Megoldas. Mivel a kicsiny gylirti surléddsmentesen cstuszhat a vizszintes ra-
don, a rud és csiga kozotti fondl a mozgds els6 szakaszdban (amig a test el nem
éri palyajanak legalsé pontjat) folyamatosan fiiggéleges lesz. Ha ez nem teljesiilne,
akkor az 1. abrdn lathaté K erének lenne vizszintes komponense is, ami az elhanya-
golhaté tomegli gyliriit nagyon nagy (hatdresetben ,végtelen nagy”) gyorsuldssal
mozgatnd; ez nyilvdn nem lehetséges. A csiga és a rogzitett végpont kozotti fo-
ndldarabban haté K’ er kicsiny (elhanyagolhaté tehetetlenségi nyomatéki) csiga
esetében K-val azonos nagysagu, ellenkezd esetben a csigara haté eredé forgato-
nyomaték ,,végtelen nagy” szoggyorsuldst eredményezne.

*Lésd pl. http://www.wolframalpha.com/input/?i=maximum+2sinx}2Bcosx.
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K A(z,0) .
K
L ’
K -y .
B(vad)
mg P(z,y)
1. dbra 2. dbra

b) Hatédrozzuk meg eldszor az m tomegll test palydjdnak alakjat! Vegyiink fel
egy olyan derékszogii koordinata-rendszert, amelynek x tengelye illeszkedik a rudra,
az y tengely (0, —d) pontja pedig a fondl gy{iriizetlen felfiiggesztési pontja (2. dbra).
Legyen P(z,y) a test pdlydjdnak egy tetszdleges pontja a 3. stknegyedben (x <0
ésy <0.)

A fondl ismert hosszat kifejezhetjitkk a P pont koordindtaival:

AP+ PB = —y+ /22 + (—y —d)* = ¢,

ahonnan algebrai atalakitasok utan
o a? {+d
YTo0—a) T 2

adédik. Ebbdl leolvashatd, hogy a pélya egyenlete egy parabolat hataroz meg.
A parabola tengelye fiiggdleges, paramétere p = ¢ — d, fokusztavolsiaga tehat

A parabola cstcspontja a rud (vagyis az x tengely) alatt, attdl

_l+d

=3

tavolsagra taldlhaté.

a) A pélya legalsé pontja a rid alatt h mélységben taldlhaté. A radtdl kezd6-
sebesség nélkiil indulé m tomegii test sebessége a legalsé pontban (a mechanikai
energiamegmaradds tétele szerint):

v=1/2gh=/g(t+d).

¢) A parabola gorbiileti sugara a pdlya legalsé pontjaban (a gombtiikorre
vonatkozd, ismert optikai dsszefiiggés szerint):

R=2f=(—d.
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A test mozgdsegyenlete:
02
2K —mg =m—,
=R
ahonnan (v és R kiszamitott értékeinek behelyettesitése utdn) megkapjuk a keresett
fonalerot:

Megjegyzés. Ha a pélya legalsé pontjat elérve a fondl fiiggbleges része ,beleakad”
a rogzitett felfiggesztésbe, akkor a test a tovabbiakban egy negyedkoér alakd pélyén fog
mozogni. Ennek sugara

« L—d
R = 5
a test mozgasegyenlete
. v?
2K —mg=m Tk
ahonnan a fondler6 (a fondl beakaddsa utén):
* 30+d
K™ =mg m

Léthatd, hogy a fondl beakaddsakor a fondlerd (és ezzel egyiitt a test gyorsuldsa is)
hirtelen, pillanatszeriien megvaltozik, ezen fizikai mennyiségeket leiré fiiggvényeknek tehat
szakaddsa van.

Kozak Andrds (Budapest, ELTE Apdaczai Csere J. Gyak. Gimn., 10. évf.)

64 dolgozat érkezett. Helyes 15 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 19, hidnyos
(1-3 pont) 29, hibds 1 dolgozat.

P. 4973. Baintner Géza (1892-1980) egyetemi elbaddsdn szerepelt az a kisér-
let, amikor hdarom gumikitél Y alakban van dsszekotve, és az Y szimmetrikus végeit
ellenkezd fdzisban rezegtetve, a keletkezd két hulldm kioltotta egymdst, a harmadik
ag nyugton maradt. Kérdés: Hova lett a két hullam energidja?

(4 pont) Marz Gyorgy (1927-2002) feladata

I. megoldas. A két gumikotelet ellentétes irdanyud kitéritéssel, ellentétes fazisu
rezgésbe hozzuk. Az eredd rezgés amplitiddja ekkor a két részrezgés amplitido-
janak kiilonbsége lesz. Ha a két Osszetevo rezgés amplitiddja megegyezik, a két
rezgés ,kioltja” egymast, és igy a harmadik 4g nyugalomban marad. Az Y agak
taldlkozasi pontjit (amelyik nem mozog) régzitett pontnak is tekinthetjiik, ezért
az ide érkezo6 hullamok visszaverédnek, fazisuk egymaéssal is és a beérkez6 hullamok
fazisaval is ellentétes lesz. fgy a csomoponthoz érkezé hulldmok energidja nem vész
el, a visszavert hullaimok energidjaban megmarad.

Stiga Viktoria (Budapest, Német Nemzetiségi Gimn., 11. évf.)
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IT. megoldas. A kisérlet kezdetekor (amikor a hulldmokat keltjiik) az Y szim-
metrikus szarainak mozgatasa soran munkat kell befektetniink, amelyet a gumiko-
telek el is tarolnak rugalmas energia, illetve mozgasi energia formdjaban. Ezek utan
viszont a kotelek végeinek mozgatasakor méar nem kell munkét végezniink (energidt
bevinniink), a munkavégzés id6beli atlaga nulla. A gyakorlatban ez nem egészen
pontosan teljesiil, hiszen a kotélben haté belsé er6k munkat végeznek a gumi szer-
kezetében, amely a gumi hiszterézise folytan hét fejleszt, melegiti a gumikdotelet,
tovabba a kotél altal megmozgatott levegd is ,,visz el” energiat. Ha ezektol a vesz-
teségektdl eltekintiink, akkor kijelenthetjiik, hogy nett6 energiabetaplalas a rend-
szerbe nem torténik, hiszen kezeinkkel csak visszaverjitkk az oda érkezd beérkezo
hullamokat. Az Y kozéppontja és kezeink kozott a hulldmok csak ide-oda mozog-
nak, kovetkezésképpen nincsen netté betapldlt energia, mely el tudna ,,veszni”.

Péta Baldzs (Gyér, Révai Miklés Gimn., 11. évf.)
31 dolgozat érkezett. Helyes Guba Zoltan, Péta Baldzs, Stefin Boglarka Abigél,

Stiga Viktéria és Viczidn Anna megolddsa. Kicsit hidnyos (2 pont) 6, hidnyos (1 pont) 17,
hibas 3 dolgozat.

Fizikabdl kittizott feladatok

M. 375. Mérjiikk meg egy ruhacsipesz szoritéerejét nyilasszogének fiiggvé-
nyében!

(6 pont) Kozli: Légradi Imre, Sopron

G. 625. A toronydra 1,5 m hosszi nagymutatéjan az 6ra kozéppontjatol a mu-
taté vége felé maszik egy pok egyenletesen, 1 mm/s sebességgel. A pék pontban
12 érakor indul.

a) Mennyit mutat az 6ra, amikor a pék a mutaté végére ér?

A mutaté végére érve a pdk a maga altal sz6tt fondlon ereszkedik le, melynek
az egyik végét a mutatd végéhez rogziti.

b) Milyen sebességgel sz8je a fonalat, hogy 13 6rakor éppen az induldsi helyén
legyen?

¢) Milyen messze volt a pdk az éra tengelyétél hdromnegyed egykor?
(3 pont)

G. 626. Mennyi annak az ¢ hosszisagu fondlingdnak a lengésideje (kis kitéré-
sek esetén), amelynek fonala kozépen egy szogbe iitkozik, mikézben dthalad az inga
egyensilyi helyzetén?

(3 pont)
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G. 627. A Fold felszine felett milyen magassdgban lesz egy testre haté gravi-
taciés vonzdero éppen ugyanakkora, mint a Hold felszinén?

(3 pont)

G. 628. Reggelente mindig ugyanabban az 6raban megfigyelhetjiik, hogy a Vé-
nusz egyre kozelebb keriil a Naphoz.

Vajon a Nap ,el6tt” vagy pedig a Nap ,,mogott” fog a Vénusz elhaladni?
(4 pont) Kozli: Részegh Anna, Vicduka

P. 5001. Megegyezik a G. 628. gyakorlattal.

P. 5002. A Fold kézéppontja enyhén hullamos ellipszispédlyan kering a Nap
koril.

a) Mi az oka ennek a hulldmossdgnak?
b) Kozelitéleg mekkora egy ilyen hulldm amplitidéja?
(4 pont) Kozli: Radnai Gyula, Budapest

P. 5003. Két ¢ hosszusagu fondlinga kozvetleniil egymas mogott, egymassal
parhuzamos sikokban lenghet. Arnyékuk merélegesen egy falra vetddik, idénként
athalad egyméson. Mindkét ingat ugyanakkora (kicsiny) szogben kitéritjitk, majd
to idékiilonbséggel elengedjiik. (to kisebb, mint az ingdk lengésideje.)

a) Mikor taldlkozik az drnyékuk elészor?

b) Mikor kévetkezik be az n-edik taldlkozds?

(4 pont) Kozli: Wiedemann Ldszld, Budapest

P. 5004. Egy 8 méter hosszi, hajlékony fonal két végpontjit azonos magas-
sdgban, egymastdl 4 méter tavolsdgban rogzitjiik. A fondlon, arra felfiizve surlédés
nélkiil mozoghat egy 0,5 kg tomegi test. A fonalat feszesen tartva a testet kezdo-
sebesség nélkiil ugy inditjuk el, hogy az inditasi pont és a felfiiggesztési pontok egy
egyenesbe esnek.

Mekkora erd fesziti a fonalat, amikor a test a legnagyobb sebességgel halad?

(5 pont) Kozli: Simon Péter, Pécs
P. 5005. Két egyforma, henger alakid, bontatlan iiditéitalos doboz egyikét
a mélyhiitében megfagyasztjuk. Ezutdn egyszerre, egymas melldl inditjuk el éket
egy lejton.
Melyik ér le hamarabb?
(3 pont) Példatari feladat

P. 5006. Egy 200 g tomegi strandlabdat fliggllegesen lefelé er6sen a talajra
dobunk. A labda a legjobban benyomott allapotaban egy 10 cm atmérdju korlap
mentén érintkezik a talajjal, és ekkor a labdaban 1évé levegd nyomésa 110 kPa lesz.

a) Mekkora a labda tomegkozéppontjdnak legnagyobb gyorsuldsa, ha a talaj
szaraz és egy kicsit gorongyos?
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b) Mas értéket kapnank-e a gyorsuldsra, ha a talaj sima és nedves volna, és
emiatt a labda talajjal érintkezd része alatt nem maradna leveg6?

(A kiils6 1égnyomds 100 kPa.)
(5 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5007. Egy 70°-0s tor6szogli prizmara lézersugarat bocsatunk. A sugar
beesési szoge megegyezik a kilépési szoggel. A 1ézersugar az eredeti irdnyatol 50°-kal
tériil el.

Mekkora a prizma anyaganak torésmutatdja?

(3 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest

P. 5008. Egy egyatomos gazt oly médon melegitiink, hogy a folyamat sordn
a molhéje a gizéllandé (R) legyen. Hényszorosara viltozik a gdz térfogata, ha
a hémérséklete a kétszeresére n6?

(5 pont) Példatdri feladat

P. 5009. Vékuumban B =2 T indukci-
X x ox xgx x € x x M 6ju homogén, vizszintes irdnyt magneses tér-
ben ¢ = 0,8 m hosszi, igen vékony fonali in-
gat a B-re meroleges sikban vizszintesen kité-
ritiink, majd kezd&sebesség nélkiil elengediink

B az dbra szerint.
) VX D X R a) Mekkora toltést kell adnunk az inga
[ N m = 0,1 g tomegli gdbmbjének, hogy a legalsé
XXX XXX XX XX ponton athaladva a fondler6 a mégneses tér

nélkiili értékének 99%-a legyen?
b) Mekkora az egymads utani két dthaladdskor mérhetd fondlerék ardnya?
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

P. 5010. Egy ciklotronban protonok felgyorsitdsdhoz 10 MHz frekvenciaju
gyorsitofesziiltségre van sziikség. Mekkora frekvencia kell a deuteronok, az egysze-
resen ionizdlt héliumatomok, illetve a kétszeresen ionizalt héliumatomok felgyorsi-
tasdhoz?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5011. A fémhuros gitar két legvékonyabb hirja az E és a H nagy szakité-
szilardsdgu acélhuzal. A vékonyabb E hurt tilfeszitjiik addig, amig a G hangma-
gassagot elérve (egy egész hangkozzel a 440 Hz-es normdal A alatt) elszakad.

a) Milyen hangnal szakad el a H hir, ha azt is tilfeszitjiik, és ugyanakkora
szakitészilardsagu acélbdl késziilt?
b) Mekkora volt az E hir anyagdnak szakitészilardsdga?

¢) A régéta hasznélt hirok dltaldban az aldtdmasztdsnél vagy a hangoldkules-
nal szakadnak el. Miért?
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d) Mibél lehetne még hangszerhurt késziteni? Keressiink megfelelé anyagot
a Fiiggvénytablazatban és az Interneten!

A gitdrhir rezgd részének hossza (menztirahossz) 64 cm. Az acélhir anyagdnak
stirfisége 7,8 - 10® kg/m?>.

(6 pont) Kozli: Viaddr Kdroly, Kiskunhalas

%
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MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 68. No. 2. February 2018)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 92): K. 577. Xavier
picked three cards out of a deck of French cards, and placed them on the table in a row.
He gave the following information on the cards picked: — One of the three cards is a king,
and immediately to the right of this king there are one or two queens. — One of the three
cards is a queen, and immediately to the left of this queen there are one or two queens.
— One of the three cards is a heart, and immediately to the left of this heart there are one or
two spades. — One of the three cards is a spade, and immediately to the right of this spade
there are one or two spades. What cards may there be on the table, from left to right?
K. 578. The positive integers 1 to n are written in the fields of the upper row of a 2 X n
table, in increasing order. The same numbers are written in the lower row, in decreasing
order. How many positive integers n smaller than 50 are there for which every number
in the upper row is relatively prime to the number directly below? K. 579. We form 100
pairs out of 105 girls and 95 boys in a random way. The boy-and-boy pairs shake hands,
the girl-and-girl pairs give each other a hug, and the mixed pairs start to dance. Show
that the number of handshakes taking place is 5 less than the number of hugs. K. 580.
For what right-angled triangles is it true that z > 2(z — y), provided z > y > z? K. 581.
Find all four-digit square numbers of the form ABBA. K. 582. How long may a word be
if its letters can be ordered in exactly 180 ways? Give an example of a meaningful English
word of this type.

New exercises for practice — competition C (see page 93): Exercises up
to grade 10: C. 1462. The first term of an arithmetic sequence is a; = 3, and its
common difference is 9. Prove that for every natural number k, the number 3 - 4% occurs
among the terms. C. 1463. M is an interior point of a regular triangle ABC. The
feet of the perpendiculars dropped from M onto the sides AB, BC and CA are H,
K and P, respectively. Prove that i) |[AH|* + |BK|* +|CP|> = |[HB|* + |[KC|* + |PA[*;
11) |[AH|+ |BK|+ |CP| = |HB| + |KC| + |PA|. (Mathematical Competitions in Croatia)
Exercises for everyone: C. 1464. We say that a natural number B can be read
out of a larger natural number A, if it is possible to erase some of the digits of A
so that B is obtained by reading the remaining digits, without changing their order.
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What is the smallest natural number, such that every three-digit number can be read
out of it? C. 1465. Let M denote the intersection of the lines PS and RT passing
through the vertices of a regular triangle PQR and a square QRST. Show that triangle
PTM is isosceles. C. 1466. A committee had twelve meetings during the course of a
year. At every meeting, there were 10 members of the committee present. Any pair of
members were present at most once together. What is the minimum possible number
of members on the committee? Exercises upwards of grade 11: C. 1467. Let A
and B denote the intersection of the circle of radius 2r centred at O, and the circle
of radius r + 1 passing through O. How long may r be if the line segment AB is the
diameter of the smaller circle? C. 1468. Prove that for all non-negative numbers a and b

T(a+b)?+ (a+1b) > avb +by/a. When will the equality hold?

New exercises — competition B (see page 94): B. 4930. Every inhabitant of
a village belongs to one of three religious faiths: they either worship the Sun God, the
Moon God or the Earth God. Regulations of these faiths require that a shrine should have
the minimum possible total distance from all the houses of the village (whatever the faith
of those living in the houses). Given that the worshippers of the Sun God already have
a shrine in the village, and those of the Moon God have one, too, show that the worshippers
of the Earth God can also build a shrine for themselves. (The village lies on flat terrain, and
the shrines and the houses of the village can be considered pointlike.) (3 points) B. 4931.

2 2
Prove that if a, b, ¢ are the sides of a triangle then %{)(Ij(a—i—c) > 3. (8 points)

B. 4932. The Great Bestiary of Wonderland features a dragon for every week of the year.
All dragons have different ages. The youngest dragon, named Aloysius has 13 heads. The
second youngest one, Bartholomeus has 14 heads, ... (and so on, each dragon in the order
of their ages has one more head than the previous one). The oldest dragon, Zebulon has
64 heads. Wonderland monks are writing the Giant Codex of Dragon Tales. A tale may
only be included in the Codex if the total number of heads of all the dragons in the tale
is exactly 1001. For every pair of tales, the sets of dragons mentioned in the tales are
different. Which of the 13-headed Aloysius and the 14-headed Bartholomeus will appear
in more tales when the monks are finished with writing down all possible tales? (5 points)
B. 4933. Find the area of a regular triangle of maximum perimeter inscribed in a unit
square. (4 points) B. 4934. For any positive integers n and k, let f(n,k) denote the
number of unit squares cut in two by a diagonal of an n X k lattice rectangle. How many
number pairs n, k are there such that n > k, and f(n, k) = 20187 (4 points) B. 4935. The
given circles wi and ws lie inside an angle of vertex O, touching the arms. A ray drawn
from point O intersects circle w1 at points A; and Bi, and circle w2 at points As and Bo,
such that OA1 < OB; < OA2 < OB; (see the diagram). Circle 1 touches the circle wi on
the inside, and also touches the tangents drawn to circle ws from point A;. Similarly, circle
72 touches the circle wa on the inside, and also touches the tangents drawn to circle wi
from point Bs. Prove that the radii of the circles 1 and 72 are equal. (5 points) (Kvant)
B. 4936. Let AB be a fixed chord that is not a diameter in a circle k. The midpoint of AB
is F'. Let P be a point on the circle k, different from A and B. Let the line PF intersect
circle k again at X, and let Y be the reflection of X in the perpendicular bisector of AB.
Prove that there exists a point in the plane that lies on the line PY for all P. (5 points)
(Proposed by L. Surdnyi, Budapest) B. 4937. In the plane, a set of lattice quadrilaterals
with the following property is selected: however the lattice points are coloured with a finite
number of colours, there will always be a selected quadrilateral whose vertices all have
the same colour. Prove that there are infinitely many selected lattice quadrilaterals, no
two of which have a vertex in common. (6 points) (Proposed by L. Surdnyi, Budapest)
B. 4938. It is known that it is possible to draw the complete graph with 7 vertices on
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the surface of a torus (see the Csédszar polyhedron, for example). 7 points are marked on
the side of a mug. We want to connect each pair of points with a curve, so that the curves
have no interior points in common. What minimum number of these curves need to lead
across the handle of the mug? (6 points)

New problems — competition A (see page 96): A. 716. Let ABC be a triangle
and let D be a point in the interior of the triangle which lies on the angle bisector of
/BAC. Suppose that lines BD and AC meet at E, and that lines CD and AB meet
at F'. The circumcircle of ABC intersects line EF at points P and Q. Show that if O
is the circumcenter of DPQ, then OD is perpendicular to BC. (Proposed by: Michael
Ren, Andover, Massachusetts, USA) A. 717. We say that a positive integer is lazy if
it has no prime divisor greater than 3. Prove that there are at most two lazy numbers
strictly between two consecutive square numbers. (Proposed by: Zoltdn Gyenes and Géza
K¢s, Budapest) A. 718. Let R[z, y] denote the set of two-variable polynomials with real
coefficients. We say that the pair (a, b) is a zero of the polynomial f € R[z,y] if f(a,b) = 0.
If polynomials p, ¢ € R[x, y] have infinitely many common zeros, does it follow that there
exists a non-constant polynomial r € R[z, y] which is a factor of both p and ¢?

Problems in Physics
(see page 122)

M. 375. Measure how the force exerted by the prongs of a clothes peg depends on
the angle between the prongs.

G. 625. A spider is crawling at a uniform speed of 1 mm/s along the 1.5-metre
minute hand of the tower clock, from the centre of the clock towards the end of the
minute hand. The spider starts exactly at 12 o’clock. a) What is the time shown by the
clock, when the spider reaches the end of the minute hand? Reaching the end of the
minute hand the spider descends on a self-made thread attached to the end of the minute
hand. b) At what rate should the silk of the thread be made in order that the spider
reach its starting position exactly at 13?7 ¢) How far was the spider from the centre of
the clock at 12:457 G. 626. What is the period of that simple pendulum of length ¢ the
thread of which bumps into a peg at the midpoint of the thread when the bob passes
the equilibrium position? (The maximum angle that the thread differs from the vertical
is small.) G. 627. At what height above the surface of the Earth will the gravitational
force exerted on an object be exactly the same as that of on the surface of the Moon?
G. 628. At the same time every morning it can be observed that Venus gets closer to the
Sun. Where eventually will Venus pass the Sun, ,in front of” or ,,behind” it?

P. 5001. Same as exercise G. 628. P. 5002. The centre of the Earth moves along
a bit wavy elliptical path about the Sun. a) What is the reason for this waviness?
b) Approximately what is the amplitude of the wave? P. 5003. Two simple pendulums,
both having a length of ¢ can swing in parallel, vertical planes, one right behind the
other. Their shadows are projected perpendicularly to a wall, and every once in a while
the shadows cross each other. Both pendulums are displaced by the same (small) angle
and they are released at a time difference of ¢o. (to is smaller than the period of the
pendulums.) a) When do their shadows meet first? b) When does the n-th encounter
occur? P. 5004. The two ends of an 8-meter-long flexible thread are fixed at the same
height at a distance of 4 m from each other. A 0.5 kg object is strung on the thread and
can move frictionlessly along it. The thread is held tight and the object is released without
initial speed such that the starting point and the ends of the thread are collinear. What is
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the tension in the thread when the object is moving at the greatest speed? P. 5005. One
of two alike cylinder-shaped, unopened soft drink cans is frozen in the freezer. Then they
are released at the same time next to each other from the top of a slope. Which one reaches
the bottom of the slope first? P. 5006. A 200 g beach ball is strongly thrown downwards,
onto the ground. When the ball is in its most compressed state, it touches the ground
along a circle of diameter 10 cm, and the pressure in the ball is 110 kPa. a) What is the
greatest acceleration of the centre of mass of the ball, if the ground is dry and a little bit
lumpy? b) Would the value of the acceleration be different if the ground was wet and flat,
and therefore there was no air left below that part of the ball which was in contact with
the ground? (The ambient air pressure is 100 kPa.) P. 5007. A laser beam is incident on
a prism of vertex angle of 70°. The angle of incidence of the beam is the same as the angle
at which the ray emerges from the prism. The laser beam is deflected from its original
direction by an angle of 50°. What is the refractive index of the material of the prism?
P. 5008. A sample of monatomic gas is heated in such a way that during the process
its molar heat capacity is the same as the universal gas constant R. By what factor does
the volume of the gas change if its temperature is doubled? P. 5009. A very thin thread
pendulum of length £ = 0.8 m is placed in vacuum. The pendulum is also in a region of
uniform, horizontal magnetic field of induction B = 2 T, it is displaced horizontally in
the plane which is perpendicular to the induction B, and then released without initial
speed, as shown in the figure. a) What amount of charge should the pendulum bob of
mass m = 0.1 g be given in order that the tension in the thread when the bob is at the
lowermost point of its path is 99% of the value of the tension without magnetic field?
b) What is the ratio of the values of the tension in the case of two consecutive passes?
P. 5010. In a cyclotron the frequency of the voltage used to accelerate protons is 10 MHz.
What is the necessary frequency when deuteron, singly ionised helium or doubly ionised
helium atoms are accelerated? P. 5011. The two thinnest strings of a steel-string guitar
(E and B) are made of great tensile strength steel. The thinner E string is overstrained
until its pitch reaches sound G (a whole tone below the 440 Hz normal A sound) and it
snaps. a) At which sound would string B snap if it was also overstrained and it was made
of the same tensile strength steel as string E? b) What was the tensile strength of the
material of string E? ¢) The strings which have been used for a long time usually break
at the bridge or at the tuning peg. Why? d) From what other materials could the strings
be made? Look for appropriate materials on the Internet or in tables. The length of the
oscillating part of the string is 64 cm, the density of the material of the steel string is
7.8-10° kg/m®.

Problems of the 2017 Kiirschak competition

1. Let ABC be an arbitrary triangle and pick points A’, B’ and C’ independently
with uniform distribution on sides BC, C A and AB, respectively. For a point Z in the
plane let p(Z) denote the probability that the triangle formed by lines AA’, BB’ and CC’
contains Z. Determine the inner point Z of the triangle ABC that maximizes p(Z).

2. Do there exist polynomials f(z) and g(z) with real coefficients, such that the
polynomial f(a:)3 — g(a:)2 has degree one?

3. We filled in a number in each field of an n x n table T such that no number
appears twice in the same row. Prove that it is possible to rearrange the numbers in T'
in such a way that each row of the rearranged table T™ contains the same numbers that
the corresponding row of T' contained, moreover, no number appears twice in the same
column of T*.
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