b) Hatdrozzuk meg a és b értékét, ha tudjuk, hogy a kapott p valdsziniiségre
minden n > 1 egész esetén teljesiil, hogy a < p < b, ahol a a lehet6 legnagyobb,
b pedig a lehetd legkisebb ilyen szam? (7 pont)

Varga Péter
Budapest

Megoldasvazlatok a 2017/9. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) AU B halmaznak 192 eleme van. AN B elemszdma A elemszdmdnak 20%-a,
B elemszdamdnak 15%-a. Hdny eleme van az A és a B halmaznak? (6 pont)
b) Egy vdros felnétt lakossdgdnak 30%-a nyugdijas. A nyugdijasok 55%-a né. A férfi-
aknak 73%-a aktiv kori (nem nyugddjas). Bizonyitsuk be, hogy a vdrosban a felndit férfiak
és nék szama egyenld. (5 pont)

Megoldas. a) Legyen az AN B halmaz elemszama x, ekkor A\ B elemszama 4x.
Jelolje a B\ A halmaz elemszamét y. Ekkor
T 1,5 17

= — ibdl = S
Tty 1o amibdl y=Fa

Tehat 192 = %x, amibdl x = 18, igy A elemszdma 90, mig B elemszdma 120.

b) A nyugdijasoknak 45%-a férfi, ez a 30%-nak a 45%-a, azaz a nyugdijas férfiak szdma
a teljes lakossdg 13,5%-a. Mésfeldl a férfiak 100 — 73 = 27%-a nyugdijas. Igy a férfiak 27%-a
annyi, mint a teljes lakossag 13,5%-a. A férfiak szamat F-fel, mig a teljes lakossdg szdmat
T-vel jelolve 0,27 - F' = 0,135 - T, ebbdl F' = 0,5 - T, vagyis a férfiak a teljes lakossag felét
teszik ki.

2. a) Oldjuk meg az egyenletet a valds szdmok halmazdn: 32T + 357% = 2190.

(7 pont)
b) Legyen az an, sorozat definicidja: an = 8"("+1) - Bizonyitsuk be, hogy a sorozat elsé
n tagjdnak szorzata 2™ M+2), (7 pont)

Megoldss. a)

9-3I+%:2190.

3%-t z-vel jelolve és az egyenletet rendezve a
322 — 7302 +243 =0

egyenlethez jutunk, melynek gyokei z1 = 243 és zo = 1/3. EbbdSl z1 = 5 és z2 = —1. Mind-
két gyok megfelels, mert ekvivalens atalakitdsokat végeztiink.

b) Az els§ n tag szorzata

QL2+2:343: 4+ An(nt1) _ 93-(1:242:343-4+.4n(n+1))
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Mivel az exponencidlis fliiggvény kolcsonosen egyértelmii, azt kell bizonyitanunk, hogy
3-(1:2+42:343-4+...4+n-(n+1)) =n(n+1)(n+2).

Bizonyitsuk teljes indukciéval:
1. n =1 esetén az allitds igaz, mert 3-1-2=1-2-3.

2. Tegytik fel, hogy valamilyen n-re az allitas igaz. Ekkor n + 1-re:

3-(1-242-3+4344...4+n-(n+ 1)+ (n+1)(n+2)) =
=3-(1-242-3+3-44...4n-(n+1))+3-(n+1)(n+2) =
=nn+1D(n+2)+3-(n+1)(n+2)=(Mn+1)(n+2)(n+3).

3. a) Egy 10 egység sugari korbe az ABCD négysziget irtuk. A négyszdg két dtldja
70°-0s szdgben metszi egymdst. Az AC dtlé hossza 20 egység, és a CD oldallal 40°-o0s
szoget zdr be. Szdmitsuk ki a négyszig szdgeit. (6 pont)

b) Egy 10 egység sugari gombbe csonkakipot drunk, melynek alap-, illetve feddlapja
a gomb kozéppontjdtdl 6 cm, illetve 8 cm tdvolsdgra van. (A gomb kozéppontja a két sik
kiozé esik.) Szamitsuk ki a csonkakip felszinét. (8 pont)

Megoldas. a) AC' atméré, mert kétszerese a kor sugardnak. Thalész tétele szerint
ABC< és ADC< derékszog. ABD<t = ACD< = 40°, mert ugyanahhoz a hirhoz tartozé
keriileti szogek. Két jé négyszoget kapunk, az 1. dbra haromszogeinek minden szogét
kiszdmitva és a megfelel6ket Osszeadva kapjuk, hogy a hidnyzé két szog 80° és 100°,
illetve 120° és 60°.

8 cm

1. dbra 2. dbra

b) Nézziik a gdmb és a csonkakiip (forgdstengelyén dtmend) sikmetszetét. Pitagorasz
tételébdl a fedSkor sugara r = 6 cm, az alapkér sugara R =8 cm (2. dbra). Az alkoto:
a® = 14” + 2° = 200, ebbdl

a=+v200 =~ 14,14 cm.

Az adatokat az A = 7 - [R2 +r* +(R+ r)a} képletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy
a csonkakip felszine 936,2 cm?®.
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4. FElemezziik monotonitds szempontjabol a wvalds szamok halmazdn értelmezett
f(z) = x* — 82® + 13,52 + 10 fiiggvényt, és adjuk meg lokdlis szélséértékeit.
(12 pont)

Megoldés. A fiiggvény derivéltja f'(z) = 42® — 242* + 27z = - (42® — 242 + 27).
A zérdjelben szereplé masodfoki kifejezés gyokei 1,5 és 4,5, igy grafikonja vézlatosan
a 3. dbrdn lathato.

Elgjele a |—o0;1,5] és a ]4,5; 00;] intervallumon pozitiv, az ]1,5;4,5] intervallumon
negativ.

Y
Y
st T80
64
T60
4l
9l 140
o] 1 5 2R
92+
—41 -5 0 T
=67 —201
—8+
_40,,
_10,,
3. dbra 4. dbra

Ezt x-szel szorozva kapjuk f’(x)-et, ami ezek szerint a 0, 1,5 és 4,5 helyeken vesz fel
0 értéket, tovabba
a |—o0; 0] intervallumon negativ,
a]0;1 5[ intervallumon pozitiv,
az ]1,5;4,5] intervallumon negativ,
a |4,5; 00[ intervallumon pozitiv.
Fentiek alapjén az f(z) fiiggvény
a |—o0; 0] intervallumon szigortian monoton csdkken,
a]0;1,5[ intervallumon szigortian monoton nd,
az |1,5;4,5[ intervallumon szigordan monoton csékken,
a |4,5; 00[ intervallumon szigortian monoton nd.
Ezekbél kovetkezik, hogy 0-ban és 4,5-ben a fiiggvénynek lokdlis minimuma, 1,5-ben
lokdlis maximuma van. Ezek értéke: f(0) = 10; f(1,5) = 18,4375; f(4,5) = —35,5625.

Grafikonja vazlatosan a 4. dbrdn lathato.

II. rész

5. Egy dobdkockdhoz hasonléan haszndlhaté fajaték alakja két egybevagd, alapjukndl
egymadshoz illesztett szabdlyos hatoldali gila, amelyeknek alapéle 2 cm, oldaléle 3 cm.

a) Szdmitsuk ki a test tomegét (grammban kifejezve), ha anyagdnak sirisége
430 kg/m>. (7 pont)
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b) A test lapjai kézil négy piros, a tébbi fekete.
A piros dobds jelent szerencsét a tdrsasjatékban. Ha
tiz jdtékos dob egyszerre egy-eqy ilyen testtel, mekkora
a valdsziniisége, hogy a jdtékosoknak pontosan a fele
dob pirosat? (3 pont)

c) A jdték sordn a tiz jdtékos dsszesen ot alka-
lommal dobott egyszerre. Mindegyik alkalommal fel-
jegyezték a piros dobdsok szamdt. Mind az 6t eset-
ben a jdatékosok kevesebb, mint fele dobott pirosat, de
olyan nem fordult eld, hogy egyikiiknek sem volt sze-
rencséje. Mi volt az ot feljegyzett szdm, ha dtlaguk 1,6
és szdrdsuk 0,87 (A szdmok sorrendje nem kérdés.)

(6 pont)
Megoldés. a) A giila alapteriilete T = 6 - 22 - \/Tﬁ cm?, ma-
gassiga M = /5 cm. Térfogata 2 - % ~ 15,49 cm?, siirlisége
0,43 g/cm?®, ebbdl a tomege ~ 0,66 g. 3 cm

b) A piros dobds valészintisége %, igy a keresett valészintliség:

10\ /1Y /2V
=) (%) ~0,137. L N
(5) (3) (3> 2 cm

¢) Mind az 6t szdm 1 és 4 kozott van, és az egyik biztosan 1-es. A mdsik négy szam
Osszegét x-szel jelolve 4z _ 1,6, amibdl x = 7. A madsik négy szam lehetséges értékei
novekvé sorrendben: 1, 1, 1, 4; 1, 1, 2, 3 vagy 1, 2, 2, 2. Ezek koziil csak a masodik

esetben lesz a széras 0,8. Tehat az 6t feljegyzett szam az 1, 1, 1, 2, 3 volt.

6. Az dbrén ldthatd huszondt kor mindegyikét fehérre vagy fe- O O O O O
ketére szinezziik. (Az dbra régzitett, a mozgatdssal egymdsba vihetd O O O O O
szinezéseket nem tekintjik azonosnak.)

a) Hdny olyan szinezés lehetséges, amelyben tobb a fekete kor, O O O O O
mint a fehér? (3 pont) OO0O0O000O

b) Hdny olyan szinezés lehetséges, amely szimmetrikus az dbra OO00O00
vizszintes vagy figgdleges tengelyére? (6 pont)

¢) Hany olyan szinezés lehetséges, amelyben pontosan 7 kir fekete, és szimmetrikus
az dbra fiiggbleges tengelyére? (7 pont)

Megoldas. a) A 25 kort 6sszesen 2%5-féleképp szinezhetjiik. Mivel nem lehet egyenld
a fekete és fehér korok szama, és ugyanannyi olyan eset van, amelyben tobb a fehér, mint
amelyben t6bb a fekete, az utébbi lehetSségek szdma az 6sszesnek a fele, azaz 224,

b) Tekintsiik elészér a fiiggbleges tengelyre szimmetrikus megolddsokat. Szabadon
szinezhetjiik a tengely koreit és a tole balra esd kordket — a jobboldali kérok szinét ez mar
meghatdrozza. Mivel 15 korrél donthetiink szabadon, a lehet8ségek szdma 21°.

Ugyanennyi olyan szinezés van, ami a vizszintes tengelyre szimmetrikus.

Azok a szinezések, amelyek mindkét tengelyre szimmetrikusak, ugy allithatdk eld,
hogy szabadon szinezziik a valamelyik sarokban 1évé 3 x 3-as részt, majd ebbdl mar
kivetkezik a tobbi kor szine — ez tehdt 2° lehet8ség.
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Osszesitve: a legaldbb az egyik tengelyre szimmetrikus megolddsok szdma 2 - 21° — 29,
¢) A tengelyen kiviil esd fekete korok egyenl6en oszlanak meg a bal- és a jobboldalon,
ezért a tengelyen pératlan szamu fekete kornek kell lennie.

Koézépen 1, baloldalt 3 fekete kor: 5 - (130) = 600 lehet&ség.

Kozépen 3, baloldalt 2 fekete kor: (3) - () = 450 lehetésée.
Kozépen 5, baloldalt 1 fekete kor: 1-10 = 10 lehet6ség.

Osszesen tehdt 1060 ilyen szinezés lehetséges.

B 7. Az ABC derékszogl hdromszog befogoi AC =
E =T eqység, BC =3 egység. A hdromszogbe az dbrén
lathaté maodon négyzetet irtunk.
a) Milyen hosszi a négyzet oldala? (4 pont)
A F C Az AFE derékszogli hdromszdgbe wugyanilyen

mddon ujabb négyzetet irunk, majd az ekkor keletkezett ujabb, A csuccsal rendelkezd
derékszdgl hdromszdgbe ujabb négyzetet stb.

b) Milyen hosszi a hatodik négyzet oldala? (4 pont)

c¢) Tovdbb folytatva az eljdrast, dsszesen hdny mégyzet oldala lesz nagyobb, mint
0,00017 (4 pont)

d) Mekkora a négyzetek ,folétt” (DBE mintdjdra) keletkezd végtelen sok derékszdgi
hdromszdg teriiletének dsszege? (4 pont)

Megoldas. a) Az 5. dbrdn lathaté derékszogli hdromszogek hasonléak, mert megfe-
lels szdgeik egyenl8k. A négyzet oldalat x-szel jeldlve (3 —z) :x =3: 7, ebbdl z = 2,1.

B B

_

A c A c

5. abra 6. dabra

b) Az AFE haromszogbe frhaté négyzet oldala gy ardnylik EF-hez, mint az elsd
négyzet oldala BC-hez, azaz 2,1:3 =0,7. Hasonléképpen mindegyik négyzet oldala
0,7-szerese az elézének. A hatodik négyzet oldala tehét 3-0,7% ~ 0,353.

c) A 3-0,7" > 0,0001 egyenl8tlenség megolddsa n < 1g(0,0001/3) : 1g0,7 ~ 28,9.

Vagyis 28 négyzet oldala nagyobb 0,0001-nél.

d) A DBE héiromszog teriilete 2,1-0,9 : 2 = 0,945. A hdromszogek teriilete végtelen

mértani sort alkot, melynek els6 tagja 0,945, hdnyadosa 0,49 (a hasonlésig ardnydnak
négyzete, 6. dbra). A mértani sor dsszegképletébdl az egyiittes teriilet = 1,85 egység.

8. a) Egy vdrfal nyugat-keleti irdnyi egyenes szakaszdn négy kisméretd bdstya dll,

sorrendben A, B, C és D. Az A és a D bastya az egyenes fal két végén helyezkedik el.
Egy, az A bdstydtdl pontosan északi irdnyban taldlhaté megfigyelépontbdl az AB szakasz
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31°-0s, a BC szakasz 17°-0s, a CD szakasz pedig 14°-0s szégben ldtszik. A bdstydk ko-
20tti tdvolsdgok koziil csak a BC' tdvolsdgot ismerjiik, ez 200 méter. Mekkora az AB és
a CD tdvolsdg? Készitsink dbrat. Az eredményeket 10 m pontossdggal adjuk meg. (7 pont)

b) Egy egyenldszdri hdromszdg szdrhoz tartozd silyvonala az alappal 20°-o0s szdget
zdr be. Mekkordk a hdromszég szégei? (9 pont)

Megoldés. A 7. dbra jeloléseit hasznédlva © = a - tg31°, 4+ 200 = a - tg 48°.
Az egyenletrendszert megoldva a = 392,3 m és x = 235,7 m adddik.

235,7 4 200 + y = 392,3 tg 62°,

ebbdl y = 302,1 m.
Tehat AB = 240 méter, C'D = 300 méter.

. 500 A
A x B 90m C Y D A B

7. dabra 8. dbra

b) A 8. dbrdra a szinusztételt felirva:

sin(a+20°) 2

sin(a—20°) ~ 1
Rendezve és addicids tételeket alkalmazva:
sin acos 20° + cos asin 20° = 2(sin « cos 20° — cos asin 20°).
Rendezve, majd kihasznélva, hogy most cos o # 0:

3 cos asin 20° = sin avcos 20°,

3tg20° = tga.
Ebbél tga = 1,092, a = 47,52° és 180° — 20 = 84,96°.

9. Két, véletlenszdm-generdtor segitségével elddllitott 0 és 10 kézotti szamot jeldljink
x-szel és y-nal. Adjuk meg, mekkora az aldbbi események valdsziniisége:

A: 24+y<8 B: 22+y*+49<10(x+7y); C: 20y > 2> (16 pont)
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Megoldas. Tekintsiik az (x;y) szdmpdarhoz tartozé

Y pontot a derékszogli koordindtarendszerben. Ez a pont
1077 a koordinatatengelyek, valamint az = 10 és y = 10 egye-
s nesek altal hatarolt négyzet valamelyik pontja.

Mindegyik eseménynek megfeleltetjiik a hozza tar-
6 tozé szamparokkal jelolt pontok halmazat. Az események
4 valészinlisége kiszamithatd, mint ezen teriilettel rendel-
kez6 alakzatok és a négyzet teriiletének hanyadosa (geo-

2 metriai valészinliség.) A négyzet teriilete 100 egység.
‘ Az A esemény akkor teljesiil, ha y < —x + 8, ez pe-
0 2 4 6 8 10w dig a négyzet pontjai koziil a s6tétre szinezett haromszog

9. dbra pontjaira igaz (9. dbra). A hdromszog teriilete 32 egység,
ebbdl az A esemény valdsziniisége 0,32.

A B eseményhez tartozé egyenlétlenséget &trendezve az (z —5)>+ (y—5)% <1
egyenlGtlenséghez jutunk. Ennek pedig annak a korlemeznek a pontjai tesznek eleget,
melynek sugara 1, kézéppontja az (5;5) pont (10. dbra). A kor teriilete 7, a valdsziniiség
/100 ~ 0,0314.

Y Y
10 10
8 8
6 6:
. O )
2” 2:
0 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 6 ‘ 8 ‘ 10 x 0 2 4 6 8 10x
10. dbra 11. dbra

2 2
A C esemény feltétele atrendezve y > ;—O C komplementere az y < 923_0 egyenlot-

2
lenségnek megfelel ponthalmaz, vagyis az f(x) = ;—0 fiiggvény grafikonja alatti teriilet
a [0; 10] intervallumon (11. dbra). (Ez a sikidom teljes egészében a négyzetben van, mert

2
a fiiggvény maximuma ezen az intervallumon % =5<10.)

A grafikon alatti teriilet

10

x? 50
/%dx =3~ 16,67,
0

igy C' komplementerének valdszintisége 0,1667. Ebbol C' valészintisége 0,8333.

(Megjegyzés: ,a 0 és 10 kozotti szam” kifejezés nem pontos, nem tudjuk, hogy a ha-
térok beleértendék-e. Ennek azonban a teriilet szempontjabdl nincs jelentésége.)

Deédk Anna
Budapest
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