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SzerkesztGség

Racsok és csoportok 1.

Egy olimpiai versenyfeladat tirigyén

1. Bevezetés

Ez a cikk nem koénnyi olvasmany. Meg szeretnénk mutatni, hogy a mélyebb
matematikai hattér hogyan segithet egy probléma elemzésében. Ehhez képet kell
adnunk magéardél a hattérrél, ami nem egyszeri, mert ezek a fogalmak és tételek
matematikai érettséget igényelnek, tipikusan az egyetemi tananyagban szerepelnek.
Egy olimpiai feladat j6 alkalmat kindl az els6 randevura, még ha a komolyabb
ismerkedés késébbre marad is. A 2017-es Matematikai Didkolimpia hatodik feladata
a kovetkezd volt.

1.1. feladat. Egy egész szamokbdl dllé (x,y) rendezett pdrt primitiv rdcspont-
nak neveziink, ha x €s y legnagyobb kozos osztoja 1. Ha adott primitiv rdcspontok
egy véges S halmaza, bizonyitsuk be, hogy van olyan n pozitiv egész, és vannak olyan
205215 - - - 5 2n €9€szek, hogy minden (x,y) S-beli pontra teljesiil

207" + 213"y + 200" 2P bt 2y 2y = L

A sokféle lehetséges megkozelités egyike a kovetkezd. Legyenek az S halmaz

elemei az (aq,by), ..., (ax, by) parok. Tekintsiik a kovetkezd oszlopvektorokat:
alb}™?
v = 7=0,...,n.
aby ™’

*http://mta.hu/mta_hirei/elhunyt-csaszar-akos-matematikus-az-mta-rendes-
tagja-108334.
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A kérdés az, hogy elddll-e a konstans 1 oszlopvektor a vy, ..., v, vektorok egész
egyiitthatds linedris kombindcidjaként. (Az n szdmot mi valaszthatjuk.)

Folmeriilnek tovabbi kérdések is. Mely n szamok lesznek jok? Miért pont
a konstans 1 vektor szerepel a jobb oldalon? Meg tudjuk-e hatdrozni, hogy altala-
ban mely vektorok allnak el6 ilyen linedris kombinacioként? El6fordulhat-e, hogy
az Osszes egész koordindtaju vektor el6all? Az egész vektorok hany szézaléka &l
igy el6?

Ezek a linedris kombindcidk egy rdcsot alkotnak. Az aldbbiakban algebrai és
geometriai mdédszerekkel is vizsgaljuk majd a hasonld racsokat, és megvalaszoljuk
a fenti kérdéseket. Specidlisan a feladat allitdsat is belatjuk.

A ricsokat rengeteg helyen alkalmazzak a matematikdban. A legsiiriibb faiil-
tetés feladata hdromszograccsal oldhaté meg. Minkowski rdcsgeometriai tételének
egy szamelméleti alkalmazasit mi is folidézziik a 6. szakaszban. Ugyancsak racso-
kat haszndl a Lenstra—Lenstra—Lovdsz algoritmus (ldsd [5]) polinomok szorzatra
bontaséra. A sik récsairdl Erdés P4l és Surdnyi Janos [1] kényvében olvashatunk
bevezetdt.

Ko6szonetet mondunk Grdof Andrednak és Moussong Gabornak értékes tana-
csaikért.

2. Az elGismeretek Osszefoglalasa

Szadmelméletbdl Freud Rébert és Gyarmati Edit [3] tankényvét érdemes tanul-
manyozni. Feltételezziik, hogy az Olvasé tud banni kongruencidkkal, ismeri a mod m
szamolds fogalmét, az Euler—Fermat-tételt, és azt a tényt, hogy egész szamok legna-
gyobb kozos osztéja folirhatd e szamok egész egyliitthatds linedris kombinacidjaként.

2.1. Linedris algebra. Ismertnek tételezziik {6l Freud Rébert [2] tankoényvé-
nek elsé fejezetei alapjan a valds szamok f6l6tti vektorok, matrixok és determinan-
sok alaptulajdonsdgait (linedris fiiggetlenség, rang, bézis, eléjeles aldetermindnsok,
kifejtés és ferde kifejtés, matrixmiiveletek, az inverz matrix képlete, Vandermonde-
determindns). A determindnsokra vonatkozé eredmények akkor is érvényesek, ha
a determinans elemei nem szdmok, hanem példaul polinomok, hiszen minden sza-
molas ugyanaz, és polinomokbdl torteket is képezhetiink. Ha p primszam, akkor
mod p szamolva is érvényben maradnak a determinansrdl tanult allitasok.

Most determinansok Laplace-kifejtését, és a Cauchy—Binet formuldkat idézziik
fol. A bizonyitdsok elolvashaték Kiss Emil honlapjén*. (Ugyanebben a dokumen-
tumban métrixok invertaldsara is taldlhat6 egy gyors, elimindciés eljards.) Legyen
M egy k x n-es métrix. Az M egy r x r-es aldetermindnsan azt értjiik, hogy ki-
véalasztunk r sort és oszlopot, és vessziik az ezek metszéspontjaiban all6 elemek
alkotta matrix determindnsét. Ha a sorok, illetve oszlopok indexei I = {i1,...,i,}
és J ={j1,...,jr}, akkor a kapott aldetermindns jele My s, a hozzd tartozé el6jel
Sg(], J) _ (_1)i1+~-<+i7»+j1+~~+jr.

*ewkiss.web.elte.hu/wp/wordpress/wp-content/uploads/2014/11/
inv_CB_Laplace.pdf.
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2.1. tétel. Legyen M egy k X k-as mdtriz. Régzitsik az v elemi I C {1, 2,
..., k} halmazt tetszblegesen, és jelolje I' az I komplementumdt az {1,2,...,k} hal-
mazra nézve. Ekkor az M determindnsdnak Laplace-féle kifejtése (ahol az dsszegzés

az oszlopok r elemt J részhalmazaira terjed ki, tehdt (]:) tag van):

det(M) = ng(l’ J)MI)JMI/7J/.
J

2.2. tétel. Legyen az M mdtriz m X k-as, az N pedig k x n-es (hogy dssze-
szorozhatéak legyenek) és K = MN. Rdgzitsik az r elemd I C {1,2,...,m} és
J C{1,2,...,n} részhalmazokat. Ekkor a Cauchy—Binet-formula a kévetkezd (|S|
az S elemszdma) :

Krj= Z M sNs, .
SC{1,2,....k}, |S|=r

2.2. Métrix normadlalakja. A [4] konyv 7.4.5. lemma4jat ismertetjiik. Le-
gyen M egész elemii méatrix, melynek k sora és n oszlopa van, azaz M € ZF*".
A kovetkezo6 1épéseket engedjiik meg.

(1) Egy oszlopbdl egy mésik oszlop egész szdmszorosénak levondsa.
(2) Két oszlop cseréje.
(3) Egy sorbdl egy mdsik sor egész szamszorosdnak levondsa.

(4) Két sor cseréje.

2.3. tétel. A fenti négyféle dtalakitds alkalmas sorozatdaval M a kovetkezd nor-
malalakra hozhato. A mdtriz féatldjaban dllo sy, So,..., Sk szamok sorban egymds
0sztdi (lehetséges, hogy egy id6 utdn mindegyik nulla), és a mdtriz tobbi eleme
nulla. Az s; szamok eldjel erejéig egyértelmiien meg vannak hatdrozva, és foltehetd,
hogy s; = 0.

Ha n < k, akkor legyen s,4+1 = ... = s; =0, azaz a {6atlot kiegészitjiik nulla
elemekkel. A bizonyitds ki is taldlhatd, maradékos osztassal kell kombindlni a Gauss-
eliminécidt, és arra torekedni, hogy a matrix bal fols6 sarkdba keriil6 szam az 6sszes
tobbinek osztdja legyen. Az egyértelmiiségi allitast most bebizonyitjuk.

2.4. definicié. Az M matrix m-edik determindnsosztdja az m X m méreti
aldetermindnsainak a legnagyobb (nemnegativ) kozos osztdja, jele A,,. Legyen
Ag = 1. (Nyilvdn M (determindns)rangja a legnagyobb olyan r, melyre A, # 0.)

2.5. lemma. Ha m < £, akkor A, | Ay.

Bizonyitds. A Laplace-kifejtés (2.1. tétel) miatt mindegyik ¢ x ¢ méret(i al-
determindns eléall m x m-es aldeterminansok egész egyiitthatds linearis kombina-
ciéjaként. 0

2.6. lemma. A 2.3. tételbeli dtalakitasok a determindnsosztokon nem valtoz-
tatnak.
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Bizonyitas. A cserére vonatkozo allitds nyilvanvalé. Adjuk az i-edik sor
t-szeresét a j-edik sorhoz, az igy moddositott métrixot jelolje M’. Csak azok
az m X m-es aldeterminansok véltozhatnak meg, amelyeken a j-edik sor dthalad, de
az i-edik sor nem. Legyen N ilyen aldetermindnsa M-nek, N’ a médositott M mét-
rix megfelel6 aldeterminansa, K pedig az a determinans, amit N-bol dgy kapunk,
hogy a j-edik soraba beirjuk az M matrix i-edik sordnak a megfelelé oszlopokba
esO részét.

A K sorait atrendezhetjiik agy, hogy M egy m x m-es aldetermindnsat kapjuk.
Ez maximum el6jelvaltassal jar, tehat ha A jeloli az M matrix m-edik determinéns-
oszt6jét, akkor A | det(N), det(K). Ezért A | det(N') = det(N) + t det(K). Belét-
tuk tehat, hogy az M’ métrix m-edik A’ determindnsosztdja tobbese A-nak. Mivel
az atalakitdst visszafelé végezve ugyanolyan tipusu dtalakitdst kapunk (a j-edik
sorhoz az i-edik sor —t-szeresét kell adni ahhoz, hogy M’-b8l M-et kapjuk), ezért
A=A O

Egy normélalakid métrix m-edik determinansosztéja nyilvanvaldéan siss ... Sp,-
fgy Sm = A /Apm—1, ahol A, az eredeti M métrix m-edik determindnsosztdja.
Ez a képlet miikodik, amig A,,_1 # 0. Ha r a legnagyobb, melyre A, # 0 (azaz
M rangja 1), akkor a képlet szerint s,41 =0, és igy @ > r esetén is s; =0, hi-
szen Sp41 | 8.

3. Récsok bazisa és indexe

3.1. Két példa. A kockas papiron lathaté ,racs” az egész koordinatdju pontok
A halmaza a stkon. Az origébdl a racspontokba mutaté vektorok csoportot alkot-
nak. Ez azt jelenti, hogy barmely két racsvektor Osszege és kiilonbsége is benne
van a racsban. A racs diszkrét is: korlatos teriiletre csak véges sok racspont esik.
Ab; =(0,1) és by = (1,0) vektorok bdzist alkotnak: mindegyik rdcsvektor egyértel-
mfien el6all z1by 4 zoby alakban, ahol z; egész szdmok (azaz a béazisvektorok egész
egyiitthatds linedris kombindcidjaként). Bézist alkotnak a ¢; = (1,1) és ¢ = (0, 1)
vektorok is.

Forgassuk el az A récsot az origé koriil 45 fokkal, és nytjtsuk v/2-szérosére. Ez
is egy egész pontokbdl 8116 B récs (azaz B részrdcsa A-nak), azokbdl a pontokbdl
all, melyeknek vagy mindkét koordindtaja paros, vagy mindkét koordinatdja parat-
lan. B is zart az Osszeadasra és a kivondsra, azaz részcsoport A-ban. Ha B minden
eleméhez hozzdadjuk a v = (0,1) vektort (az igy eltolt halmazt jelolje v + B, ez
egy mellékosztdly A-ban B szerint), akkor az A-ra vett komplementer halmazt kap-
juk, azokat a pontokat, melyeknek egyik koordinataja paros, a masik paratlan. Ha
w € B, akkor w+ B = B, tehdt B maga is mellékosztély. Az A racs tehét két B sze-
rinti mellékosztaly diszjunkt uniéja. Azt fogjuk mondani, hogy B indexe A-ban 2.
A B racsban bazist alkot dy = (1,1) ésdy = (1,—1), de e; = (1,1) és ez = (0, 2) is.

Vizsgaljuk meg, hogy e két racsbél hany racspont esik egy adott teriiletre,
mondjuk a (0,0), (0,n), (n,0), (n,n) csicst négyzetbe. E négyzetet azon (o, az)
pontok halmazénak képzeljiik, melyekre 0 < a1, s < n (azaz a négy csticsbdl pon-
tosan egyet tartalmaz). Az ide esé racspontok szama tehat n2, ami pontosan a négy-
zet teriilete. Ez nem is meglepd, hiszen a nagy négyzetet kiparkettdzhatjuk n? egy-
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ségnégyzettel (ezeket is gy képzeljiik, hogy a hatdruknak csak a bal és az alsé
része tartozik hozzgjuk). Minden ilyen kis négyzetben pontosan egy racspont van.

A parkettézast elvégezhetjiik a ¢ és co vektorok &ltal kifeszitett P parale-
logramma eltoltjaival is. Ennek a cstcsai (0,0), (1,1), (0,1) és (1,2). Ismét gy
tekintjiik, hogy P az ajcy + asce pontok halmaza, ahol 0 < ay, a0 < 1. A P eltolt-
jai is hézagmentesen lefedik a sikot, és mindegyik eltolt pontosan egy racspontot
tartalmaz. A nagy négyzetbdl néhol kilognak azok az eltoltak, amik a hatdrhoz
kozel vannak, de konnyt latni, hogy a kilégéd kis paralelogrammadk szama elha-
nyagolhaté a tobbiéhez képest. Azoknak az eltoltaknak a szdama, amelyek teljesen
a nagy négyzetbe esnek, n?-tel osztva 1-hez tart, ha n tart a végtelenhez. Ebbdl
kovetkezik, hogy a kis paralelogramma teriilete 1 (ami persze nyilvdnvald, hiszen
alapja és magassdga is 1).

Ha a B réaccsal végezziik el ezt a szamolast, akkor azt kapjuk, hogy a nagy
négyzetben kozel n? /2 racspont van, annak megfeleléen, hogy a (0,0), (1,1) (1,—1),
(2,0) négyzetnek és a (0,0), (1,1), (0,2), (1,3) paralelogramménak is 2 a teriilete.
Mindkét paralelogrammaba mindkét B szerinti mellékosztalynak egy-egy pontja
esik. A két ,alap”’-paralelogramma teriiletének hanyadosa B indexe A-ban.

3.2. Alap-parallelotép. Az eddigi példékat dltaldnositjuk. Az R* tér P pont-
jait azonositjuk az origébdl a P-be vezetd helyvektorral, azaz R* oszlopvektoraival.

Az RF 5sszeaddsra és kivondsra zart, nem iires A részhalmazait csoportnak
hivjuk (a csoport algebrai fogalma ennél altaldnosabb). Ha A minden elemének
minden valds szdmszorosit is tartalmazza, akkor neve (valds) altér. Ilyen példaul
egy origén atmend egyenes vagy sik a térben. Az A diszkrét, ha RF minden gombje
A-nak csak véges sok pontjat tartalmazza. Az RF rdcsdnak az olyan diszkrét
csoportokat nevezziik, melyekben van k linedrisan fiiggetlen vektor.

Altérre ugy kaphatunk példat, hogy vesziink v1,. .., v, vektorokat, és tekintjiik
az 0sszes \1vy + ...+ A, Vv, alaku linedris kombindciék halmazat, ahol \; tetszdle-
ges valds szamok; ez a vy, ..., v, altal generdlt altér. Ha mindegyik \; egész szam,
akkor az altaluk generalt csoportot kapjuk. Ha tehdt generdlt altérrél beszélink, ak-
kor valos egyiitthatos linedris kombindciokra gondolunk, ha generdlt csoportrol vagy
racsrol, akkor az egyitthatok egészek. Ha vektoraink fiiggetlenek is (ekkor sziitkség-
képpen n < k), akkor a kombindcidk egyiitthatéi egyértelmiien meghatdrozottak,
és az altér, illetve a csoport bdzisdt kapjuk. A béazis elemszama az altér dimenzidja,
illetve a csoport rangja. Belatjuk majd, hogy minden racsnak van bazisa.

3.1. definicié. Legyenek vy, ..., vy fiiggetlenek. Az altaluk kifeszitett P paral-
lelotop az ayvy + ... + ai vy alaki pontok halmaza, ahol 1 <4 < k esetén 0 < o; <
< 1.Ezavy,...,vy éltal generdlt B récs (egyik) alap-parallelotépja. Tehat az alap-
parallelotépokat B egy-egy bazisanak vektorai feszitik ki.

Magasabb dimenziéban a térfogat fogalméat intuitiv médon hasznaljuk. A pa-
rallelotépok térfogata alapszor magassdg, ahol az alap ,teriilete” az eggyel alacso-
nyabb dimenzids térfogatot jelenti. A k-dimenzids térfogat fogalmanak folépitése
torténhet determindnsok segitségével, 1dsd [2], 9.8. szakasz. Mindenképpen igaz
a kovetkezo.
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3.2. tétel. A vy,...,v, € RF wvektorok dltal kifeszitett parallelotép térfogata

egyenld a [v1,...,vi] mdtriz determindnsdnak abszolit értékével. (E determindns
eldjele a vy, ..., vy rendszer dgynevezett irdnyitdsdt adja meg.)

Legyen P a B racs egyik alap-parallelotépja. A P-nek a v € B vektorokkal
vett v + P eltoltjai hézagmentesen kitoltik az R¥ teret. Minden ilyen v + P eltolt-
ban pontosan egy eleme van B-nek: maga a v vektor. Ezért az el6z6 szakaszban,
a konkrét példak esetében latott gondolatmenet altaldban azt adja, hogy ha ve-
sziink egy R sugaru G gémbot, akkor a G térfogata elosztva a G-be es6 B-beli
pontok szaméval a P parallelotop térfogatdhoz tart, midén R tart a végtelenhez.

Legyen most A tetsz6leges olyan racs, amely B-t tartalmazza. Barmely v € B
esetén a v vektorral val6 eltolds az A és B racsokat énmagukba viszi. Ezért ha
a P parallelotépba az A rdcsnak d pontja esik (a d véges szdm, hiszen A diszk-
rét), akkor ugyanez igaz mindegyik v + P eltoltra is. Emiatt ha a fenti G gomb
térfogatdt a G-be esé A-beli racspontok szamaval osztjuk, akkor ez a hanyados a P
parallelotép térfogatdanak 1/d-szereséhez tart, midén R tart a végtelenhez.

3.3. Allitas. Hau,w € A, akkor a w+ B halmazt (az egyik) B szerinti mellék-
osztalynak hivjuk. Az u+ B és w + B mellékosztdlyok vagy egyenlék, vagy diszjunk-
tak; akkor egyenldk, ha u—w € B. Ezért A a B szerinti mellékosztdlyok (diszjunkt)
unidja. A mellékosztdlyok szdma a B részcsoport A-beli indexe, jele |A : Bl.

A konnyl bizonyitast az Olvasora hagyjuk. Az altaldnos, csoportokra vonat-
kozé eset bizonyitdsa megtaldlhaté a [4] konyv 4.4. szakaszdban.

A 3.1. definici6 jeloléseit hasznalva
u=yvi+...+%veg és w=0vi+...+v

akkor esnek ugyanabba a B szerinti mellékosztalyba, ha +v; — §; egészek. Ezért u+ B-
nek egyetlen w vektora esik P-be: amikor §; a y; tortrésze. Azaz P minden B szerinti
mellékosztalybdl pontosan egy vektort tartalmaz, és igy |A : B| = d.

Ha A-nak is van béazisa, és igy egy @ alap-parallelotépja is, akkor persze G
térfogata elosztva a G-be es6é A-beli pontok szamaval @ térfogatdhoz tart. Ezért
belattuk az alabbi tétel masodik allitasit azzal a foltevéssel, hogy A-ban és B-ben
is van bézis.

3.4. tétel. Minden rdcsnak van bdzisa. Ha B részracsa A-nak, akkor B indexe
A-ban a B és A alap-parallelotépjai térfogatdinak hdnyadosa (a kisebbik rdcsban
nagyobb ez a térfogat). Specidlisan A bdrmely két alap-parallelotépjinak a térfogata
egyenld.

Bizonyitas. A tétel els6 allitasdnak bizonyitdsahoz legyen A racs és vi,...,vi
fiiggetlen vektorok A-ban. Essen d darab A-beli pont a vq,..., v &altal kifeszitett
P parallelotépba. Ha van ezek kozott egy 0 # v = a1vy + ... + g vy, akkor vé-
lasszunk egy olyan i indexet, amelyre a; # 0. A v; helyére v-t téve a kapott pa-
rallelotop térfogata kisebb lesz, mint az eredetié volt, annak «;-szeresére valtozik.
Ezt érdemes a sikon vagy a térben elképzelni (a magassdg «;-szeresére csokken),
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de algebrailag is konny megmutatni determindnsok segitségével. Az eljardst foly-
tatva egy olyan vektorrendszert taldlunk A-ban, amelyre mar d = 1, vagyis a P-be

es6 egyetlen A-beli pont az origd. De akkor a vy, ..., vy generdlta B racs maga A.
Valéban, A minden u eleme beleesik valamelyik v 4+ P eltoltba, ahol v € B. Ebben
az eltoltban az egyetlen A-beli pont az u, ezért u=v € B. O

3.5. feladat. Legyen d = |A : B|. Igazoljuk, hogy minden u € A-ra du € B.

Utmutatas. Vegyiink ki mindegyik B szerinti mellékosztalybdl egy-egy u;
vektort. Ekkor u+ u; is csupa kiilonb6z6 mellékosztalyban van, tehat mindegyik
mellékosztalyba egy ilyen vektor esik. Ezért u; +...+ugés (u+uy)+...+ (u+uy)
ugyanabban a mellékosztalyban vannak. Kiilonbségiik du. O

3.6. feladat. Legyenck B C A részracsai ZF-nak. Mutassuk meg, hogy
a |ZF : A| index osztja a |ZF : B| indexet.

Utmutatds. B alap-parallelotépjanak mindegyik eltoltjisba A-nak |A: B| da-
rab pontja esik. Ezért minden elég nagy gédmbben A-nak koriilbeliil |A : B|-szer
annyi pontja van, mint B-nek. Ugyanez A és ZF, valamint B és Z* viszonylataban
is elmondhaté. O

Ha az Olvasé e két feladat mélyebb algebrai hatterére kivancsi, lapozza {6l
a [4] konyv negyedik fejezetében Lagrange tételét és a faktorcsoport fogalmaét.

3.3. Részracs bazisa. A 3.1. szakaszban vizsgdlt mindkét példaban kétféle
alap-paralelogrammat lattunk. Valaszthatunk tgy, hogy a B racs alap-paralelog-
rammdja kiparkettdzhaté legyen az A récs alap-paralelogramméjanak eltoltjaival:
vegyiikk B-ben a (0,0), (1,1), (0,2), (1,3) csdcsi paralelogrammat, A-ban pedig
ennek az ,alsé felét”, a (0,0), (1,1), (0,1), (1,2) cstcsit. Vagyis A-ban a ¢y = (1,1)
és co = (0,1) bézist, B-ben a ¢y és 2cq bazist tekintjiik. Ebbdl is azonnal 14tszik,
hogy az |A: B| index 2. Igen erds tétel, a késGbbiek alapja, hogy ezt &ltaldban is
meg lehet tenni.

3.7. tétel. Ha B részricsa A-nak, akkor vdlaszthatunk olyan P és @ alap-
parallelotépot A-ban, illetve B-ben, hogy P eltoltjaival Q kiparkettizhato. Azaz
van olyan cy,...,c, bazisa A-nak, hogy alkalmas s1,Ss,...,Sk pozitiv egészekre
$1C1, ..., SkCy bdzis B-ben. Ekkor |A: B| =s1 ... sk. A két bdzis dgy is vdlaszt-
hatd, hogy az s1 | s2 | ... | si oszthatdsdg is teljesiiljon.

Geometriailag vildgos, hogy |A: B| = s1 - ... sx. Az algebrai bizonyitdshoz ve-
gyiik észre, hogy x1¢c1 + ...+ xpck és y1c1 + ... + yrcr akkor vannak ugyanabban
a mellékosztélyban B szerint, ha 2; = y; (s;) minden j-re. Ezért mindegyik mellék-
osztaly pontosan egyet tartalmaz azon zici + ... + zipcp vektorok koziil, melyekre
0< 2z <sj.

A c; bézis létezését altalanosabban bizonyitjuk. Lattuk, hogy B-nek van ba-
zisa, azaz k vektorral generalhaté. Az altalanositds az, hogy tobb generatort is
megengediink, és azt sem tessziik 61, hogy van kozottiik &k fliggetlen.
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Ha A-nak vessziik egy bazisat, akkor B elemeit eleve ezek linearis kombina-
cidiként frhatjuk fol. Ezért nem veszitiink az altaldnossagbél, ha az A = Z* esetet
tekintjik.

3.8. tétel. Legyen vi,...,v, € ZF és B az dltaluk generdlt csoport. Hoz-

zuk normdlalakra az M = [vq,...,v,] mditrizot a 2.3. tétel értelmében, és jeldlje
s1|sa|...| sk a fédtloban szerepld szamokat. Tudjuk, hogy az M mdtriz r-edik
determindnsosztoja s1 - ...+ s.. Ha M rangja r, akkor a kovetkezdk teljesiilnek.

(1) Van Z*-nak olyan cy,...,c;, bdzisa, hogy sicy,...,s.c, bdzis B-ben.

(2) Har =k, akkor B rdcs és |ZF : Bl = 51 - ... - 5p.

Bizonyitas. Kiindulunk a B csoport wi = v1,...,w, = v, generatorrendsze-
rébdl és ZF-nak a ,szokisos” by = ey, ..., by = e, bazisabdl, amelyben az e; vektor

i-edik koordinatdja 1, a tobbi nulla. Az M-et normaélalakra hoz6 négyféle 1épés so-
ran véltoztatjuk majd a w; generdtorrendszert és a b; bézist is, igy, hogy B ne
véaltozzon.

Egy kozbiilsé dllapotban jeldlje a métrix i-edik sordnak j-edik elemét n;.
A kindul6 allapotban nyilvdn w; = nijbq 4. .. +ny;bi. Minden 1épés végrehajtasa
utdn ezzel a képlettel fogjuk definidlni az 1j w; generatorrendszert.

Ha kicseréljiik a j-edik és a j’-edik oszlopot, akkor w; és w;: helyet cserél, de
B nem valtozik. Ha az i-edik és ¢’-edik sort cseréljiik, de kicseréljiik a b; és by
béazisvektorokat is, akkor egyik w; sem valtozik, és igy B sem.

Ha a j'-edik oszlop t-szeresét adjuk a j-edik oszlophoz, akkor w; helyén
w; +twj fog allni. Mivel w; 4+ tw;, € B, az 10j vektorok B-nek egy részét generdl-
jak. De ez az dtalakitds megfordithaté (az j j-edik oszlopbdl kell kivonni a j’-edik
oszlop t-szeresét), ezért B most sem valtozik.

Végiil adjuk az ’-edik sor t-szeresét az i-edik sorhoz. Az egyszer(ibb tipogréfia
érdekében legyen i = 1 és ¢/ = 2. Ekkor

W, = nljbl + ’I’LijQ + ... —|—nkjbk = (’I’Llj —|—t7’l2j)b1 + ngj(bg - tbl) + ...+ nkjbk.

Ezért ha bo-t (bg — tby)-re valtoztatjuk, akkor w; nem véaltozik. Az Olvaséra bizzuk
annak ellen6rzését, hogy az igy kapott 1ij rendszer is bézis Z*-ban (azaz fiiggetlen,
és egész egyiitthatokkal folirhat6 vele Z* minden vektora).

A végs6 éllapotban, amikor M normaélalaki, legyen ¢; = b;. Ekkor w; = s;c;
ha j <k ésw; =0, haj >k, ésigy az sjc; vektorok generaljak B-t. A 2.6. lemma
szerint menet kozben nem véltoznak meg a determindnsosztdk, és igy a rang sem.

Tehat az s; szamok koziil az els6 r lesz nem nulla, és igy sicy,..., s.c, fiiggetle-
nek is. O

3.9. kovetkezmény. Legyenek by,..., b, € ZF linedrisan figgetlen vektorok
(r > 1) és B az dltaluk generdlt csoport. Ekkor az aldbbi dllitasok ekvivalensek.

(1) by, ..., b, kiegészitheté 7' egy bdzisdvd.
(2) Ham # 0 egész, v € ZF és mv € B, akkor v € B.

(3) A [by,...,b,] mdtric r-edik determindnsosztdja 1.
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(4) A [by,...,b,] mdtriz alaptételbeli alakjiban a fédtlé mindegyik eleme 1.

Specidlisan v € ZF pontosan akkor van benne ZF egy bdzisdban, ha primitiv,
azaz a komponenseinek a legnagyobb kozds osztdja 1.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy 1étezik az (1)-ben megkévetelt by, . .., by bazis.
Ha v = z1by + ...+ z;byg, akkor mv pontosan akkor van B-ben, ha z; = 0 minden
j > r indexre. De akkor v = z1by + ... + z,.b, € B. Ezért (2) teljesiil.

Alkalmazzuk M = [by,...,b,]-re az €l6z6 tételt. Ha a (2) pontban megadott
feltétel teljesiil, akkor s;c; € B-bél c; € B, azaz s; = 1 kovetkezik. Az r-edik deter-

minansoszto sy - ... - s, ami pontosan akkor 1, ha mindegyik s; = 1.

Végiil, ha i < r esetén s; = 1, akkor nemcsak by,...,b,, hanem cy,...,c, is
bézisa B-nek. Tehat ZF minden eleme by,...,b,,C,41,...,Cp egész egyiitthatds
linedris kombinéciéjaként is folithaté. Ez k vektor, és ezért béazis ZF-ban. O

3.10. feladat. Igazoljuk a 3.8. tétel segitségével, hogy ha a B C ZF rdcsban
nincs primitiv vektor, akkor van olyan m > 1 egész, amellyel B minden eleme
oszthato.

3.11. feladat. Mutassuk meg a mnormdlalak folhaszndldsa nélkil, hogy
ha M € ZF*"™ rangja k, akkor az M oszlopai dltal generdlt rdcs indexe Z*-ban
az M matrix k-adik determindnsosztoja.

Utmutatas. Legyen B az M oszlopai altal generdlt racs és by,..., by ba-
zis B-ben. Minden v € B folirhaté z1by + ... + z;pby alakban. Jelolje f(v) azt
az (oszlop)vektort, melynek a z; szdmok a komponensei. (Az f egy tgynevezett
linedris leképezés, ami atkoordindtdzza B elemeit az \j bézis szerint). Nyilvdn
v = [by,...,bg]f(v).

Az M oszlopaira f-et alkalmazva egy K matrixot kapunk. Mutassuk meg, hogy
az M matrix k-adik A determinansosztdja a K métrix k-adik D determindnsoszto-
jénak |d|-szerese, ahol d a [by, ..., by] métrix determindnsa (vagyis |d| = |Z* : B|).

K oszlopai a teljes Z* racsot generéljdk, mert ha w = [21,. .., zk]T € Z*, akkor
v =z1b1 +...+ z;by € B folirhaté M oszlopai segitségével. Ugyanez mod p is igaz
minden p primre, és ezért K-t mod p véve rangja sziikségképpen k. igy van olyan
k x k-as aldetermindnsa, ami nem oszthaté p-vel, azaz p { D. Tehat D = 1. O

A cikk masodik részében az olimpiai feladat racsat elemezziik, bemutatjuk
Peter McMullen egy tételét ortogonalis racsokrdl, végiil feladatok segitségével le-
hetdséget kindlunk az Olvasénak arra, hogy néhany eddigi allitasra geometriai bi-
zonyitast adjon.
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Gyakorlé feladatsor 7
emelt szintili matematika érettségire

I. rész

1. a) Oldjuk meg a val6s szdmok halmazédn az aldbbi egyenletrendszert:

4.97 459 =2,
(5 pont)
827 +3.5Y =5.
b) Oldjuk meg a [r; 2] intervallumon az aldbbi egyenletet:
3-tg2x —2V3 - tgz —3=0. (5 pont)

2. A Milkky egy finn tigyességi jaték, amit tizenkét darab fababuval jatszanak.
A bédbukat 5,5 cm atmérdjl, 15 cm magas egyenes korhenger alaku fabol készitik
ugy, hogy a henger tetejét az 1. dbrdn lathaté mdédon 45°-os szogben levagjék,
majd a babuk tetejére 1-12-ig sorszamokat rajzolnak.

A

15 cm

9,5 cm

1. dbra
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