I1. megoldas. 2" darab olyan n-jegyli szam van, amely csak 1-esbél és 2-esbol
all (mert minden helyiértékre két szdm koziil vélaszthatunk).

Az 6sszes ilyen n-jegyli szamot elosztva rendre 2™-nel legfeljebb 2™ darab kiilon-
b6z8 maradékot kaphatunk az osztds eredményeként (éspedig: 0;1;2;...;2™ — 1).
Beldtjuk, hogy minden ilyen n-jegyi szam kiilonb6z6 maradékot ad 2"-nel osztva.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van két kiillonbozd, csak 1-esbol és 2-esbol
allé n-jegyli szam, amely ugyanazt a maradékot adja 2"-nel osztva. fgy a két szam
kiilonbsége (a nagyobbikbdl a kisebbet kivonva) oszthaté lesz 2"-nel.

Ez a kiilonbség legfeljebb n-jegyii szam lehet, melynek az ,,els6” nem 0 szamje-
gye (az 1-es helyiértéktdl indulva a nagyobbak felé) vagy 1-es (a 2 — 1 miatt), vagy
9-es (az 1 — 2 miatt). igy ez a kiilonbségként kapott szdm A - 10 alaki lesz, ahol
A egy pératlan természetes szam, mig k a 0-k szdma az (1-es helyiértéktdl indulva)
els6 1-es vagy 9-es jegyig.

Mivel a kiilonbség legfeljebb n-jegyti, a fentiek alapjan legfeljebb (n — 1) darab
0-ra végzédhet, azaz a kiilonbség legfeljebb 2"~ !-gyel oszthaté (hiszen 10"~! =
=2n~1.57=1) Ellentmondashoz jutottunk, tehat nincs két olyan kiilonbozd, csak
1-esbol és 2-esbol all6 n-jegyli szam, amely ugyanazt a maradékot adja a 2™-nel
val6 osztasndl. Vagyis minden maradék kiilonbo6zé.

Figyelembe véve, hogy pontosan 2" darab, a feltételeknek megfelelé n-jegyl
szam van, igy pontosan 2™ darab kiilonb6z8 maradékunk van, vagyis van (pontosan
egy darab) olyan n-jegy{i szdm, amely csupa l-esbdl és 2-esbél &ll és 2™-nel val6
osztasi maradéka 0 — és ezt akartuk bizonyitani.

mindkét megoldds Molndr Istvan (Békéscsaba,
Széchenyi Istvdn Szki., 10. évf.) munkdja

61 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 24 versenyzé: Agdcs Katinka, Ajtai Boglarka,
Balog Lérand, Biré Déniel, Bukor Benedek, Dedk Péter, Dékany Barnabds, Havlik
Miklés, Horvath David, Jankovits Andrés, Julinek Istvan, Kiszelovics Dorina, Mészaros
Miérton, Molnar Istvdan, Németh Csilla Mérta, Porkoldb Mercédesz, Rittgasszer Akos,
Spanyik Teodor, Surjan Anett, Szant6 Julianna, Szécsi Adél Lilla, Szepessy Luca, Szényi
Laura, T6th Imre. 4 pontos 15, 3 pontos 6, 2 pontos 6, 1 pontos 7, 0 pontos 3 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4737. Az ABC derékszogli hdromszig AB dtfogdjdhoz tartozé magassd-
gdnak talppontja D. Az ACD< és a BCD< szigfelezdje az AB dtfogdt rendre az
E és F pontokban metszi. Hatdrozzuk meg az ABC hdromszég beirt, és a CEF
hdromszdg korilirt kore sugarainak ardnydt.

(5 pont) Javasolta: Biré Bdlint (Eger)
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Megoldas. Eloszér megmutatjuk, hogy a két kor kdzéppontja egybeesik. Je-
16lje 2a az ABC haromszog A-nal 1év6 szogét, O pedig a haromszog szogfelez6inek
metszéspontjat. Mivel a meréleges szarti hegyesszogek egyenléek, ezért CAD< =
= BCD< =2« (1. dbra), tehét

FCA<=FCD<a<+ DCA<=a+ (90° — 2a) = 90° — «.

Az AFC héromszogben a szogek Osszege 180°, tehdt
AFC« =180° — (FCA<x+ CAF<) = 90° — o

Ezért az AFC haromszog egyenlOszart, amibél kovetkezik, hogy szarszogének szog-
felezGje merdleges az alapjara. Tehat C'F' szakaszfelez6 merélegese az AO egyenes.

Ugyanigy kapjuk, hogy C'E szakaszfelez6 merdlegese pedig a BO egyenes. Mivel
két oldalfelezé meréleges metszéspontja meghatarozza a C EF haromszog koriilirt

korének kozéppontjat, ezért az egybeesik O-val.
B

BNLF

2. dbra

1. dbra
Jelolje P, illetve @ az ABC haromszog beirt korének a befogdékon 1évo érintési
pontjait (2. dbra). Mivel barmely kiilsé pontbdl egy korhoz hiizott két érintészakasz
hossza egyenld, ezért CP = C'Q. Nyilvan teljesiill OP = OQ is, tehat a CPOQ
négyszog deltoid. Kor érintéje merdleges az érintési pontba hiizott sugarra, tovabba
PCQ<=90°, ezért a deltoidnak van harom derékszoge, tehat téglalap is. Ha

1 _ V2
=2

viszont egy deltoid téglalap, akkor az négyzet.
A két kor sugarainak keresett aranya tehat megegyezik a C POQ négyzet OP
V2

oldalanak és OC' atléjanak aranyaval, azaz

114 dolgozat érkezett. 5 pontos 79, 4 pontos 15, 3 pontos 6, 2 pontos 6, 1 pontos 2,
0 pontos 1 dolgozat. Nem versenyszert 5 dolgozat.
B. 4829. Fedjiik le az eqységsugari gomb feliiletét fékorokkel igy, hogy minden

pontot legfeljebb négy fokor tartalmazzon.
537

(5 pont)
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Megoldas. Jelolje a gombfeliiletet G,
kozéppontjat O. Messiik el G-t egy O-ra nem
illeszked6 S sikkal, igy kapjuk az SNG =k
korvonalat. Az S a G-t két részre osztja,
a kisebbiket az S-hez (vagy k-hoz) tar-
tozé gombsapkanak nevezziik (hozzdértve
a gémbsapkdhoz magat k-t is). A gombsap-
kara gondolhatunk ugy is, mint a k Aaltal
meghatarozott korlapra a G gémbfeliileten.

Legyen P €k tetszOleges, és érintse
az e C S egyenes a k kort P-ben. Az O és
e altal feszitett Sy sik a G-t egy f f6kor-
ben metszi. Azt mondjuk, hogy G-n az f a k koérvonal P-ben hizott érintdje. Vila-
gos, hogy G-n a k-hoz annak minden pontjaban pontosan egy érint6t hizhatunk.

Legyen a k kor O-ra vonatkozé tiikorképe k', és vegyiink egy tetszOleges
X € G pontot, amely nem eleme sem a k-hoz, sem a k’-h6z tartozé gombsapkanak.
Megmutatjuk, hogy k-nak pontosan két érintGje tartalmazza X-et. Messe ugyanis
OX az S sikot az X’ pontban. Az X-re tett feltevés miatt X’ a k koron kiviil
van, azaz X'-bdl k-hoz pontosan két érinté egyenes hiizhatd: eq és es. (Ha OX || S
(ekkor az X' pont nem létezik), akkor e; és ey legyenek k azon érintéegyenesei
S-ben, amelyek parhuzamosak OX-szel, ezekbdl is pontosan kettd van.) Vildgos,
hogy az O és ey, valamint az O és es altal feszitett sikok k olyan érint6 fokoreit
metszik ki G-bOl, amelyek tartalmazzak X-et. A gondolatmenetbdl az is kitlinik,
hogy mas, X-re illeszked6 f6kor nem érintheti k-t.

Most vélasszunk két, ki és ko kort a G gbmbon tgy, hogy a hozzajuk, vala-
mint k] és k) titkorképeikhez tartozé gombsapkédk paronként diszjunktak legyenek.
Tekintsiik ki és ko Osszes érinté fokorét. Azt allitjuk, hogy ezek egyiittesen eleget
tesznek a kivanalmaknak. Legyen A a gombfelszin tetszéleges pontja. Mivel a ki,
ko, k1 és kb korokhoz tartozé gombsapkdk paronként diszjunktak, {gy A-bdl k; és
ko valamelyikéhez biztosan huzhaté érinté fOkor, tehat az Osszes érintOk lefedik
A-t. Mésrészt mind ki-hez, mind ko-hoz legfeljebb 2 érinté f6kor hizhatd A-bol,
igy A-t legfeljebb 4 kivalasztott fokor tartalmazza. Ezzel a konstrukcié helyességét
belattuk.

Megjegyzések. 1. A megoldds els§ részében leirtak a gombi geometria kozismert
allitasai.

2. A kovetkezd allitas lényegében a sikbeli megfelelje a feladatnak: a sik lefedhetd
egyenesekkel gy, hogy minden pontot legfeljebb 4 egyenes tartalmaz, és nincs az egyene-
sek kozott 5 darab parhuzamos. Két diszjunkt kor Osszes érint6i itt is trividlisan megfe-
lelnek. Ebbdl a feladatunk allitasat megkaphatjuk: ha a sikot a gémb egyik érintésikjanak
valasztjuk, és a sikon megadott egyeneseket a gomb kozéppontjabdl a géombfelszinre ve-
titjiik, egy jé konstrukciét kapunk. A technikai részletek kidolgozédsat az olvaséra bizzuk.
(Péld4aul miért fontos, hogy ne legyen az egyenesek kozott 5 parhuzamos?)

40 dolgozat érkezett. 5 pontos 27, 4 pontos 6, 2 pontos 1, 1 pontos 1, 0 pontos
5 dolgozat.
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B. 4843. Az ABC haromszog AC, illetve BC' oldalaihoz irt koroknek az olda-
lakon az érintési pontjai rendre K és L. Bizonyitsuk be, hogy a KL és AB szakaszok
felezépontjain dtmend egyenes parhuzamos az AC B< szdgfelezbjével, és felezi a ha-
romszog kertletét.

(5 pont) (Kvant alapjan)

Megoldas. A feladat megoldasa harom jél elkiilonithetd, 6nmagaban is figye-
lemre érdemes 1épésre bonthaté. Ezeket kiilon segédallitasokként fogalmazzuk meg,
ahol lehetséges, tobbféle indoklast is mutatunk.

1. segédallitds. Ha az ABC hdromszog AC és BC' oldalain felvett K és L
pontokra AK = BL, akkor az AB és KL szakaszok felezépontjain dtmend egyenes
pdrhuzamos az ACB< szdgfelezdjével.

1. bizonyitas (vektorokkal, Gydrffy Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak.
Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.) megolddsa). Az AB szakasz felez6pontja legyen F,
a K L szakaszé pedig M. A vektorok 6sszeadasdnak definicidja szerint m = M—>K +
+ KA+ AF és ME = ML+ LB + BE. Ebbél, felhasznélva, hogy MK — — ML,
és AF — —BE, kapjuk, hogy 2MFE = KA + LB. A feltétel szerint |[KA| = |LB,
igy a vektorosszeaddst paralelogramma-maddszerrel végezve egy rombuszt kapunk,

—
aminek QW atléja valéban felezi a KA és ﬁ vektorok szogét, ahogy allitottuk
(1. dbra). O

1. dbra 2. dbra

2. bizonyitas (elemi szogszémitdssal, Dardczi Sdndor (Nyiregyhdza, Krudy
Gyula Gimn., 11. évf.) megoldédsa). Haszndljuk a 2. dbra jeloléseit. Tiikrozziik
az ABLK négyszoget és az I pontot kozéppontosan az M-re, igy kapjuk az A’, B’,
L’ és K', valamint F’ pontokat. A tiikrozés miatt ABA’ B’ paralelogramma, aminek
FF' kézépvonala, igy AFF' B’ is paralelogramma; valamint K B’ A’<¢ = 3. Tovéabba
AK = BL = B'L’ miatt a B’ AK A egyenl6szart, igy B'AK< = KB’ A< = §. Mivel
a+ 8 < 180°, K az ABA’B’ paralelogramma bels6 pontja, és a 2. dbra helyes.
Az dbrardl leolvashatd, hogy o + 8+ 25 egyenesszog, mivel egy paralelogramma
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egy szaran fekvé két szog osszege. Ebbol kovetkezik, hogy az ABC /A-ben C'<t = 26,
amib8l CG szogfelezése miatt GCB< =4§. A tiikrozés miatt B'K || BL = BC,
amibdl GCB< = AB'K< miatt CG || B’A || F'F, amivel az allitast belattuk. O

Megjegyzés. Az els6, vektorokat hasznilé megolddsbdl kitiinik, hogy nem sziikséges
feltenniink, hogy K és L a hiaromszog oldalainak egy-egy pontja, elegendd, hogy az ol-
dalegyeneseken vannak, és AK = BL. Azonban attdl fiiggben, hogy K és L melyik A-hoz
illetve B-hez tartozo félegyenesre kertil, véltozhat, hogy a C'< melyik szogfelezbjével lesz
parhuzamos az F'M egyenes.

2. segédallitas. Az ABC hdromszig AB oldaldnak felezépontja legyen F,
és F-en keresztiil hizzuk meg a BCA< szdg (belsd) szigfelezdjével parhuzamos e
egyenest. Ekkor az e egyenes felezi az ABC/A keriiletét.

1. bizonyitds (az 1. segédallitdsbol
kozvetleniil). Az a =0b eset trividlis, igy
az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehet-
jik, hogy a > b, és hasznaljuk a 3. dbra
jeldléseit. Legyen C' a BC oldal azon
pontja, amelyre BC' = AC, tovdbba legyen
P a CC' szakasz felez6pontja. Alkalmaz-
zuk az 1. segédéllitist a K = C és L =C'
pontokra. Kapjuk, hogy a PF egyenes par-
huzamos a CG szogfelezbvel, azaz PF = e.
Az AF =FB, AC =BC' é C'P=PC
nyilvanval6é egyenléségekbdl adddik az alli-
3. dbra t4s. O

‘A A B

2. bizonyitas (szogfelezé-tételbsl, Gyérffy Agoston (Budapesti Fazekas M.
Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.) megoldésa). Ismét feltessziik, hogy a > b.
A szogfelez6-tétel szerint egy haromszog szogfelezdje a szemkozti oldalt a szom-
szédos oldalak ardnydban osztja, azaz AG/GB = b/a. Innen ardnyos osztéssal
GB = ca/(a+b) azonnal adddik. Az ABC<-ben felirhatjuk a parhuzamos sze-
16k tételét a CG szogfelezore és az e egyenesre — a P pontot most e N BC-ként
definidljuk:

BE _BP
BG  BC’
Innen
BP — c/2 .a:a—l—b,
ca/(a+b) 2

és végill BF + BP = ¢/2+ (a+b)/2 = k/2 valéban a keriilet fele, ahogy allitottuk.
]

3. bizonyitas (Menelaosz-tételbdl). Tovabbra is feltessziik, hogy a > b. Messe
e a BC-t P-ben, az AC-t pedig Q-ban a 3. dbra szerint. Mivel e parhuzamos a CG
szogfelezével, PQC< = GCA<« = GCB< = CPQ<, azaz PQCA egyenl6szart. Ir-
juk fel a Menelaosz-tételt az ABC'A-re és az e egyenesre:

AF -BP.CQ = BF - AQ - CP.
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Az AF = BF és PC = CQ egyszertisitések utan AQ = BP adddik, amibdl PC =
=CQ =z jeldléssel a—x = b+, és x = (a—b) /2 kovetkezik. Igy FA+ AC+CP =
=c¢/2+b+ (a—b)/2 =k/2, ahogy &llitottuk. O

3. segédallitas. Az ABC hdromszog AC, illetve BC' oldalaihoz irt kéroknek
az oldalakon levd érintési pontjai rendre K és L. Ekkor AK = BL.

Bizonyitas. Az allitds jol ismert,
a teljesség kedvéért kozoljiikk a bizonyi-
tdsat. A szokasos jeloléseket hasznaljuk,
s=(a+b+c)/2 az ABCA félkeriilete.
Az AC oldalhoz irt kor érintési pont-
jai az AB és BC oldalegyeneseken legye-
nek rendre H és G. Mivel kiilsé pontbdl
korhoz hizott érintészakaszok egyenloek,
azért CG =CK, AH = AK és BG = 4. dbra
= BH. Ezeket felhasznalva

BH+ BG=BA+AH+BC+CG=BA+AK+BC+CK =a+b+c=2s,

igy BH =s,és AK = AH = BH — BA = s — ¢ adédik. Hasonl6 szamolassal BL =
= s — ¢, amibdl az 4llitas kovetkezik. O

A B. 4843. feladat megoldéasa. A hdrom segédallitdsbdl a feladat allitasa
azonnal kovetkezik. A 3. segédallitds szerint AK = BL. Ezutdn az 1. segédallitas
miatt a KL és AB szakaszok felez6pontjain atmend egyenes parhuzamos az AC' B<
szogfelezbjével, végiil a 2. segédallitas szerint felezi a haromszog keriiletét. |

62 dolgozat érkezett. 5 pontos 52, 4 pontos 1, 3 pontos 4, 2 pontos 2, 1 pontos 2,
0 pontos 1 dolgozat.

B. 4885. Legyen k és m két kiilonbozd, 14-jegyi pozitiv egész szdm, mindket-
tében 2 darab 1-es, 2-es, 3-as, 4-es, 5-ds, 6-0s és T-es szdmjegyet tartalmaz (mint

pl. a 22133456456717). Bizonyitsuk be, hogy % nem lehet egész.
(4 pont) (ME1Q)

Megoldas. A legnagyobb ilyen szam
77665544332211,

a legkisebb pedig
11223344556677.

Két ilyen szam 1-nél nagyobb hanyadosa ezért mindig kisebb, mint 8. Valamennyi
ilyen szam jegyeinek Osszege 1 +14+24+2+3+3+4+4+5+54+64+6+7+7=
=56 =6-9+ 2. A feladat allitdsaval szemben tételezziik fel, hogy k és m hanyadosa
egész, azaz k = md, ahol d is pozitiv egész, és a mondottak miatt 2 < d < 7. Mivel
k-nak és m-nek a 9-es maradéka egyarant 2, a kiilonbségiik oszthaté 9-cel:

9| k—m=md—m=m(d-1).
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Itt m-nek a 9-es maradéka 2 1évén az m még 3-mal sem oszthato, igy d — 1 oszthatd
lenne 9-cel, ami 1 < d — 1 < 6 miatt lehetetlen. A kapott ellentmondas miatt tehat
n% valoban nem lehet egész szam.

188 dolgozat érkezett. 4 pontos 107, 3 pontos 60, 2 pontos 10, 1 pontos 7, 0 pontos
4 dolgozat.

MATEMATIKA ES FIZIKA TOTO*
a 2017. évi Oszi K6MaL Ankéton

1. Hany megoldédsa van a nemnegativ egész szamok halmazén a 3- 2™ + 1 = n?

egyenletnek? 3 (1); 4 (2); 6 (X).

2. Egy vizcsapbdl, amelynek 1 cm a belsd atmérdje, 6 cm/s sebességgel folyik
ki a viz fiiggblegesen lefelé. A viz a csap aljatdl kb. 20 cm tévolsdgban a feliileti
fesziiltség miatt cseppekké kezd alakulni. Mekkora a keletkezd cseppek atméréje?
Kisebb, mint 1 mm (1); nagyobb, mint 2 mm (2); az el6z6 két érték kozotti (X).

3. Az ABC haromszoghben AB = 15, BC' = 14 és C A = 13. A héromszo6g olda-
laira kifelé a BAPQ, CBRS és ACTU négyzeteket dllitottuk. Mekkora a PQRSTU
hatszog teriilete? 800 (1); 926 (2); 968 (X).

4. Homogén anyagt géomb belsejében ugyancsak gomb alakt, elhanyagolhaté
slirliségli gézzal toltott lireg van. A gémb kozéppontjan atmend tengelyek koziil
melyikre vonatkozdan legkisebb a tehetetlenségi nyomaték?  Amelyik meréleges
a gomb és az iireg kozéppontjat osszekotd egyenesre (1). A gdmb és az tireg kozép-
pontjat osszekstd egyenesre (2).  Nem fiigg a tehetetlenségi nyomaték a tengely
irdnyatél (X).

5. Két olyan primszam van, melynek reciprokanak tizedestort alakjaban a pe-
riédus 7. Az egyik prim a 4649. Mennyi a masik prim szamjegyeinek az Gsszege?
12 (1); 13 (2); 14 (X).

6. Becsiiljitk meg, hogy mekkora teljesitményti villanymotor tudja biztonsa-
gosan mikodtetni azt a mozgdlépcsét, amelynek a vizszintessel bezart szoge 30°,
szintkiilonbsége 20 m és egy lépcséfokdnak magassiga 25 cm.  Elegendd 25 kW (1);
kb. 40-70 kW (2); 150 kW felett (X).

7. Az r sugaru korbe olyan hatszdget irunk, melynek két oldala 7 egység, négy
oldala pedig 20 egység hosszi. Mennyi r értéke? 14 (1); 15 (2); 16 (X).

8. Vajon a személygépkocsik gumiabroncsdban nagyobb-e a levegé nyomasa,
mint a kerékpdrok tomldjében? A személygépkocsik keréknyomadsa a nagyobb (1);
a kerékpdrokndl nagyobb a nyomds (2);  koriilbeliil egyforma (X).

9. Egy 6tjegyli és egy négyjegyli szam Osszege 33 190. Ha pedig a szamjegye-
iknek forditott sorrendben irdsaval el6allé szamokat adjuk Ossze, 48 400-at kapunk.
Mennyi a két szdm kilenc szamjegyének az osszege? 43 (1); 49 (2); 67 (X).

*A megoldasok az 566. oldalon taldlhatdk.
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