C gyakorlat megoldasa

C. 1432. Mutassuk meg, hogy bdrmely n természetes szam esetén taldlhato
olyan 2™ -nel oszthato n-jegyt szdm, amelynek szamjegyei kizdrdlag 1-esbdl és 2-esbdl
allnak.

I. megoldas. Ugy latjuk be az allitas helyességét, hogy megadunk egy ,,algo-
ritmust” egy ilyen n-jegytli szam elkészitéséhez.

Nézziik meg az els6é néhany megoldast:

n=1 — 2=2-1
n=2 12=22.3
n=3 112 = 28 . 14;

_
= —

n=4 — 2112 = 24.132;

— 22112 =2°.691;

n=6 — 122112 =25.1908.

Megfigyelhetd a kovetkezd szabalyszeriiség: ha a 2™-nel valé osztas eredménye
paratlan szam, akkor 1-es, ha pedig paros szdm, akkor 2-es szamjegy keriil az el6z6
szam elé.

Bebizonyitjuk, hogy ha tovabbra is ezt az eljarast kovetjiik, akkor a keletkezo
n + 1-jegy(i szdm mindig oszthaté lesz 2"+ 1-nel.

n 2> 6 esetén az elézéleg mar megkapott n-jegyli szam 2™-nel valé osztasakor
vagy paratlan, vagy paros szamot kapunk.

1. eset: paratlan szdmot kapunk. Ekkor irjunk l-et a szdm elé. Az 4j szdm
A = (10™ 4 n-jegyli szdm) alakd, vagyis

A=2".5" 42720 + 1) = 2"(5" + 20 + 1).

Mivel 5" + 2 + 1 paros szam, ezért 27! | A teljesiil.
1I. eset: paros szamot kapunk. Ekkor irjunk 2-est a szam elé. Az 1j szdm ekkor
B = (210" + n-jegyli szdm) alak:
B=2-2".5"+2". 2k = 2"(2- 5" + 2k).

Mivel 2 - 5" + 2k pédros szdm, ezért 2" | B teljesiil.

Adtunk egy eljarast, amellyel minden n pozitiv egész szdm esetén készit-
het6 olyan 2™-nel oszthaté n-jegyl szam, amelynek szamjegyei kizardlag 1-esbol
és 2-esbol allnak.
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I1. megoldas. 2" darab olyan n-jegyli szam van, amely csak 1-esbél és 2-esbol
all (mert minden helyiértékre két szdm koziil vélaszthatunk).

Az 6sszes ilyen n-jegyli szamot elosztva rendre 2™-nel legfeljebb 2™ darab kiilon-
b6z8 maradékot kaphatunk az osztds eredményeként (éspedig: 0;1;2;...;2™ — 1).
Beldtjuk, hogy minden ilyen n-jegyi szam kiilonb6z6 maradékot ad 2"-nel osztva.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy van két kiillonbozd, csak 1-esbol és 2-esbol
allé n-jegyli szam, amely ugyanazt a maradékot adja 2"-nel osztva. fgy a két szam
kiilonbsége (a nagyobbikbdl a kisebbet kivonva) oszthaté lesz 2"-nel.

Ez a kiilonbség legfeljebb n-jegyii szam lehet, melynek az ,,els6” nem 0 szamje-
gye (az 1-es helyiértéktdl indulva a nagyobbak felé) vagy 1-es (a 2 — 1 miatt), vagy
9-es (az 1 — 2 miatt). igy ez a kiilonbségként kapott szdm A - 10 alaki lesz, ahol
A egy pératlan természetes szam, mig k a 0-k szdma az (1-es helyiértéktdl indulva)
els6 1-es vagy 9-es jegyig.

Mivel a kiilonbség legfeljebb n-jegyti, a fentiek alapjan legfeljebb (n — 1) darab
0-ra végzédhet, azaz a kiilonbség legfeljebb 2"~ !-gyel oszthaté (hiszen 10"~! =
=2n~1.57=1) Ellentmondashoz jutottunk, tehat nincs két olyan kiilonbozd, csak
1-esbol és 2-esbol all6 n-jegyli szam, amely ugyanazt a maradékot adja a 2™-nel
val6 osztasndl. Vagyis minden maradék kiilonbo6zé.

Figyelembe véve, hogy pontosan 2" darab, a feltételeknek megfelelé n-jegyl
szam van, igy pontosan 2™ darab kiilonb6z8 maradékunk van, vagyis van (pontosan
egy darab) olyan n-jegy{i szdm, amely csupa l-esbdl és 2-esbél &ll és 2™-nel val6
osztasi maradéka 0 — és ezt akartuk bizonyitani.

mindkét megoldds Molndr Istvan (Békéscsaba,
Széchenyi Istvdn Szki., 10. évf.) munkdja

61 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 24 versenyzé: Agdcs Katinka, Ajtai Boglarka,
Balog Lérand, Biré Déniel, Bukor Benedek, Dedk Péter, Dékany Barnabds, Havlik
Miklés, Horvath David, Jankovits Andrés, Julinek Istvan, Kiszelovics Dorina, Mészaros
Miérton, Molnar Istvdan, Németh Csilla Mérta, Porkoldb Mercédesz, Rittgasszer Akos,
Spanyik Teodor, Surjan Anett, Szant6 Julianna, Szécsi Adél Lilla, Szepessy Luca, Szényi
Laura, T6th Imre. 4 pontos 15, 3 pontos 6, 2 pontos 6, 1 pontos 7, 0 pontos 3 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 4737. Az ABC derékszogli hdromszig AB dtfogdjdhoz tartozé magassd-
gdnak talppontja D. Az ACD< és a BCD< szigfelezdje az AB dtfogdt rendre az
E és F pontokban metszi. Hatdrozzuk meg az ABC hdromszég beirt, és a CEF
hdromszdg korilirt kore sugarainak ardnydt.

(5 pont) Javasolta: Biré Bdlint (Eger)
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