B 7. Az ABC derékszogli haromszog befogdi

E D AC =7 egység, BC =3 egység. A haromszogbe
az dbrdn lathaté modon négyzetet irtunk.
a) Milyen hosszi a négyzet oldala? (4 pont)
A F c Az AFFE derékszogli haromszogbe ugyanilyen

modon tjabb négyzetet irunk, majd az ekkor keletkezett ijabb, A csiccsal rendel-
kez6 derékszogli hdromszogbe 1jabb négyzetet stb.

b) Milyen hosszi a hatodik négyzet oldala? (4 pont)

c¢) Tovabb folytatva az eljarast, osszesen hdny négyzet oldala lesz nagyobb,
mint 0,00017 (4 pont)
d) Mekkora a négyzetek ,f6l6tt” (DBE mintdjara) keletkez6 végtelen sok
derékszogli hdromszog teriiletének dsszege? (4 pont)

8. a) Egy vérfal nyugat-keleti irdnyt egyenes szakaszdn négy kisméretii béds-
tya &ll, sorrendben A, B, C és D. Az A és a D bastya az egyenes fal két végén
helyezkedik el. Egy, az A bastyatdl pontosan északi iranyban taldlhaté megfigye-
16pontbdl az AB szakasz 31°-0s, a BC szakasz 17°-os, a C'D szakasz pedig 14°-os
szogben latszik. A bastyak kozotti tavolsagok koziil csak a BC' tavolsagot ismerjiik,
ez 200 méter. Mekkora az AB és a C'D tavolsag? Készitsiink dbrat. Az eredménye-
ket 10 m pontossiggal adjuk meg. (7 pont)

b) Egy egyenlészart haromszog szdrhoz tartozé silyvonala az alappal 20°-os
szoget zar be. Mekkordk a haromszog szogei? (9 pont)

9. Két, véletlenszam-generator segitségével eléallitott 0 és 10 kozotti szadmot
jeloljiink x-szel és y-nal. Adjuk meg, mekkora az alabbi események valdsziniisége:

A: 2+y<8 B: 22+ +49<10(x+vy); C: 20y>x2 (16 pont)

Dedk Anna
Budapest

Megoldasvéazlatok a 2017/8. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész
1. a) Oldjuk meg a valds szdmok halmazdn az aldbbi egyenletet:
lgx — (1 — lgzx) = —1.
b) Igazoljuk, hogy a kivetkezd egyenletnek nincs valds megolddsa:
|sin® & — cosa| = —a”. (11 pont)

Megoldas. a) Az egyenlet értelmezési tartoménya: x > 0.
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A zéréjel felbontdsa és az egyenlet rendezése utdn kapjuk: lg®z +lgz = 0.
Vagyis két eset van:

I. Ha lgx = 0, akkor « = 1.
II. Ha lgz = —1, akkor x = -+ 10

A kapott értékek benne vannak az értelmezési tartomanyban, ezért mindkettd
megoldasa az egyenletnek.

b) Az egyenlet bal oldala minden valds x esetén nemnegativ, az egyenlet jobb
oldala pedig nempozitiv értékeket vesz fel. Megoldas abban az esetben lehetne, ha
mindkét oldal értéke O lenne.

A jobb oldal helyettesitési értéke csak x = 0 esetén lesz 0. Ebben az esetben
a bal oldal helyettesitési értéke: |sin? 0 — cos oj=0-1=1.

Vagyis a két oldal értéke nem egyenld, valéban nincs valés megoldasa az egyen-
letnek.

2. Adott a derékszogl koordindta-rendszerben hdrom pont: A(4;7), B(—6;—4),
C(2;-3).

a) Szdmitsuk ki az ABCD paralelogramma AC és BD dtldegyenesének haglds-
sz0gét.

b) Igazoljuk, hogy az ABCD paralelogramma teriletének mérdszdma egész
szdm. (12 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A paralelogramma K kozéppontja az AC sza-
kasz felez6pontja lesz. A megadott koordindtédk alapjan: K(3;2). A két dtlegye-
nes azonos a BKC haromszog KB és KC' oldalegyenesével, ezért meghatarozzuk
a BKC haromszog K csicsnal 1évo belso szogét.

Mindhérom cstics koordinatajat ismerjiik, ezért kiszamolhatjuk az oldalak
hosszat, majd koszinusztétellel megkapjuk a keresett ¢ szoget:

Koszinusztétel a BKC haromszégben:

2
65 =117 426 —2-3V13-v26 - cosp, 65 =143 — 78V/2 - cos ¢, cos<p:£.

Vagyis a BKC haromszogben a K csucsnal 1év6 szog 45°. Ez azt jelenti, hogy
az ABCD paralelogramma AC és BD &tldegyenesének hajldsszoge 45°.
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II. megoldds. A K pont koordindtéi: K(3;2).

Ebb8l KB(—9; —6) és KC/(—1; —5). A két vektor skaldris szorzatat kétfélekép-
pen felirva:

KB-KC = (-9) - (~1) + (~6) - (-5) = 39,
ﬁ-ﬁz|ﬁ‘-|ﬁ|-COS(,DZ\/81+36~\/1+25-COSQD.

A két egyenlet jobb oldala egyenl6:

39 = V117 - V26 - cos ¢,

7 = COS .

Mivel 0 < ¢ < 180°, ezért ebbdl ¢ = 45° kovetkezik.

b) A BD 4tl6ju, a tengelyekkel pdrhuzamos oldald BPDQ téglalap lefedi
az ABCD paralelogrammat. A BPDQ téglalap teriiletébdl kivonjuk a folosleges
sikidomok teriiletét, hogy megkapjuk az ABCD paralelogramma teriiletét.

A BD 4&tlonak is K a felez6pontja, ezért B és K koordinatdinak ismeretében:
D(12;8). A B és D pontok koordindtdibél meghatdrozhaté a BPDQ téglalap
oldalainak hossza: BP = 18, DP = 12. A BPDQ téglalap teriilete: 216.

A folosleges sikidomok: a BC' atfogdji derékszogii haromszog kétszer, a DC' at-
fogdju derékszogli haromszog kétszer, és a C'P atloju téglalap kétszer. Ezeknek
a sikidomoknak az oldalai parhuzamosak a tengelyekkel, az ismert koordinatdk
segitségével a sziikséges oldalhosszak is megvannak. Vagyis az ABCD paralelog-
ramma teriilete:

8-1 10-11

216 -2 — —2-
2 2

Az ABCD paralelogramma teriiletének mérdszama valéban egész szam.

—-2-10-1=78.

Megjegyzés. Mivel az a) részben az 4tl6k hajlasszogét pontosan hatdroztuk meg, ezért
az igazolashoz azt is felhasznalhatjuk. Az ABCD paralelogramma teriilete a BKC ha-
romszdg teriiletének négyszeresével egyenld (hiszen a paralelogrammadkat az atléik négy
egyenld teriiletti haromszogre végjak). A BKC haromszogben KB = 3113, KC = /26
és ¢ = 45°, ezért a teriilete:

3V13 - /26 - */75 39
2 T2
Ennek négyszerese 78, vagyis a keresett teriilet mérészama valéban egész szam.

3. Egy pékségben az it legnépszeribb péksiitemény az eladdsi adatok alapjdn
sorrendben: I. sos négyes, Il. rozsos zsomle, I11. sajtos rid, IV. orids kifli, V. ke-
nyérlangos. Az ezekbdl eladott mennyiség dtlaga és medidnja is tegnap 122 db wolt,
az 6t darabszam egyetlen mddusza pedig 114. Az egyik termékbdl dtlagos mennyisé-
get adtak el, az it adat terjedelme pedig 22.

a) Adjuk meg az egyes péksiitemények relativ gyakorisdgdt hdrom tizedesjeqy
pontossdggal.
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b) Mekkora a darabszdmok szdrdsa?

¢) Ma nyitds utdn az elsd hat vdsdrld mindegyike vdsdrolt a fenti péksiitemé-
nyek kozil egyet. Hanyféleképpen tehették ezt meg, ha a vdsdrldsuk utdn mindegyik
termékbdl fogyott legaldbb egy darab? (14 pont)

Megoldas. a) Mivel a felsorolds az eladdsi adatok sorrendjében tortént, és
a darabszdmok medidnja 122, ezért sajtos ridbol 122 darabot adtak el tegnap. Az 6t
darabszam egyetlen modusza 114. Ez azt jelenti, hogy pontosan két olyan termék
van, amelybél 114 darabot adtak el. Ezek csakis a negyedik és 6todik helyen allék
lehetnek. Ezek alapjan tudjuk, hogy drids kiflibol és kenyérlangosbdl is 114 darab
fogyott tegnap. Az 6t adat terjedelme 22, vagyis az els6 helyen szerepld sés négyes
darabszama 22-vel tobb, mint a kenyérlangosé, azaz 136 db. Az 6t adat dtlagat is
ismerjiik, igy felirhatjuk a kovetkezd egyenletet:

136 + > + 122 4114 + 114
5

=122,

amibdl x = 124 adddik.
Vagyis rozsos zsomlébol 124 darabot adtak el.

Az 6t darabszam, azaz a termékek gyakorisdga sorrendben: 136, 124, 122, 114,
114. Ezek 6sszege: 5 - 122 = 610.

A gyakorisdgokat 610-zel osztva megkapjuk a relativ gyakorisigokat. Ezek
a kovetkez6 tablazatban lathaték harom tizedesjegy pontossaggal:

Termék neve Sés Rozsos | Sajtos Oriés Kenyér-
négyes | zsbmle rad kifli langos

Relativ gyakorisig | 0,223 | 0,203 | 0,2 | 0,187 | 0,187

b) Adott volt az adatok atlaga: 122, ismerjiik a gyakorisdgokat: 136, 124, 122,
114, 114. Ezek alapjan a szoras:

\/(136 —122)% + (124 — 122)% + (122 — 122)° 4 (114 — 122)® + (114 — 122)>
- =

/328
=1/ — = 3§,1.
5

¢) Valamelyik termékbdl kettének kellett elfogynia. Rogzitsiik ilyen szempont-
bél az egyik péksiiteményt, ebben az esetben hat termék sorba rendezésérdl van
sz6, amelyek kozott kettd egyforma: P2 = %‘ = 360.

Természetesen az 6t koziil barmelyik lehet az, amelyikbol kett6t adtak el, ezért
a végeredményt az el6z6 darabszam o6tszordse adja.

Az 6sszes lehet6ség szdma: 1800.
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4. Két téglalap alaki grafikdardl tudjuk, hogy mindkettének 65 cm az dtldja.
Az egyik oldalainak ardnya 3 : 4, a mdsiknak pedig 5 : 12.

a) Melyiknek nagyobb és mennyivel a teriilete?

b) Az elsdt gy szeretnék keretezni, hogy a képet kirilvevd szegély teriilete pon-
tosan a kép teriletével legyen egyenld, és a szegély mind a négy oldalon ugyanolyan
széles legyen. Mekkora az igy kapott, keretezendd kép kertilete?

¢) A mdsodik kapjon olyan szegélyt keretezés eldtt, hogy az oldalak ardnya
vdltozzon T : 16-ra. Ennek a szegélynek a terilete 1300 cm? legyen, gy, hogy a bal
és jobb oldalon egyenld, illetve lent és fent is eqyenld szélességii. Milyen széles lesz
a szegély a grafika egyes oldalai mentén? (14 pont)

Megoldas. a) Az els6 téglalap oldalainak hossza legyen 3z cm és 4x cm.
Ekkor a Pitagorasz-tétel alapjan: (3z)° + (4z)° = 652, amib8l 2 = 13. A téglalap
oldalainak hossza: 39 cm és 52 cm, a teriilete: 2028 cm?.

A miésodik téglalap oldalainak hossza legyen 5y cm és 12y cm. Ekkor
a Pitagorasz-tétel alapjan: (5y)% + (12y)* = 652, amib8l y = 5. A téglalap olda-
lainak hossza: 25 cm és 60 cm, a teriilete: 1500 cm?.

Vagyis az elsé grafika teriilete 528 cm?-rel nagyobb.

b) Mar tudjuk, hogy ez a grafika 39 cm-
L7 52 cm 2 szer 52 cm-es méretli. A szegély szélessége

legyen mindeniitt z cm. Ekkor a szegély 2-2
egybevagd téglalapra és 4 négyzetre bont-

hato.
39 cm 39 cm Ezek alapjan felirhaté a kovetkezd
egyenlet:
z 52 cm z 2:52-242-39-z+4- 2% = 2028,

2224+ 912 — 1014 = 0.

Megolddképlettel az egyenlet pozitiv gyokének kétszeresére van sziikségiink, hi-
szen a keretezendo grafika szélessége és magassaga is ennyivel novekedik: 2z ~ 18,5.
A megvaltozott oldalhosszak: 57,5 cm és 70,5 cm.

Vagyis a keretezendd kép keriilete: 2(57,5 4+ 70,5) = 256 cm.

¢) A szegélyekkel novelt kép oldalainak hossza: 25 + 2a és 60 + 2b.

a a A kovetkezd ardny ismert: égigg = %,
b 60 cm b 7b+10
32a + 400 = 14b + 420, a = 5.
25 cm 25 cm } ; }
A szegély 8 téglalapra bonthaté, melyek
b 60 cm b koziil 2-2-4 egybevagd. Ezek alapjan felir-
a a haté a kovetkez6 egyenlet:

2-60a +2-25b+4 - ab = 1300,
2ab + 60a + 25b — 650 = 0.
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Ebbe az egyenletbe behelyettesitheté az a-ra kapott kifejezés:

b+ 10 b+ 10
16

2. b+ 60 -
16 *

+25b — 650 = 0,

b* + 60b — 700 = 0.
Megolddképlettel az egyenlet pozitiv gyoke: b = 10. Ekkor a = Lg—lo = 5. Vagyis
a grafika jobb és bal szélén 10-10 cm, font és lent 5-5 cm széles lesz a szegély.

II. rész

5. Adott a valds szdmok halmazdn értelmezett f(z) = x? — 42z + 425 hozzd-
rendelési fligguény.

a) Igazoljuk, hogy az f(x) figgvény képére illeszkedd 15, 20, 24 és 25 absz-
cisszdju pontok hiurnégyszoget hatdroznak meg. Adjuk meg a korilirhato kor kozép-
pontjat és sugardt.

b) Mekkora teriiletd sikidomot hatdrol az f(x) figgvény képe és az x tengely?

¢) Adjuk meg az f(x) figgvény grafikonjdt a (20; —15) pontban érintd egyenes

egyenletét. (16 pont)
Megoldas. a) Behelyettesitéssel megadhatdk a pontok mésodik koordindtéi is:
Mivel f(15) = 15% — 42 - 15 + 425 = 20, ezért A(15;20).
Mivel f(20) = 20% — 42 - 20 + 425 = —15, ezért B(20; —15).
Mivel f(24) = 24% — 4224 + 425 = —7, ezért C(24; 7).
Mivel f(25) = 25% —42-25+425 =0, ezért D(25;0).

Ha ABCD hurnegyszog lenne, akkor barmelyik két csicsot 6sszekoto szakasz
ugyanannak a koérnek a hurja lenne. A hur felezOmerd6legesére illeszkedik a kor
kozéppontja, ezért két hur felezOmerdlegesének metszéspontja adhatja a keresett
kor kozéppontjat.

Az AD hir f felezOmerdlegese dtmegy az AD szakasz P felez6pontjan:
P(20;10), és egyik normdlvektora: AD(25 — 15;0 — 20), de vehetjiik a hosszdnak
a tizedét: (1; —2). Ezeket felhaszndlva az f egyenes egyenlete: © — 2y = 0.

Az BC hur g felezémer6legese atmegy a BC szakasz @ felez6pontjan:
Q(22;—11), és egyik normalvektora: B (24 —20;-7— (715)), de vehetjiik a hossza-
nak a negyedét: (1;2). Ezeket felhasznélva a g egyenes egyenlete: x + 2y = 0.

Az f és a g egyenes az origéban metszi egymast.

Mivel OA = OD =25 és OB = OC = 25, ezért a négy pont az origd kdzép-
pontu 25 egység sugard korre illeszkedik, vagyis valoban hurnégyszoget alkot.

b) Az f fiiggvény hozzdrendelési szabdlyat alakitsuk 4t:

fx) = 2% — 422 + 425 = (z — 21)* — 16.

Ez azt jelenti, hogy a g(r) = 2% hozzdrendelésti fiiggvény (21; —16) vektorral tor-
ténd eltoldsdval kapjuk f(x)-et. A teriilet meghatdrozdsédndl kényelmesebb a sza-
molds, ha g(z)-hez kapcsolédéan hatdrozzuk meg a megfeleld sikidom teriiletét,
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azaz a [—4;4] intervallumon a gorbe alatti teriiletet kell kivonnunk a 8-szor 16-os
téglalap tertiletébol.

A gorbe alatti teriiletet hatarozott integrallal hatarozhatjuk meg:

/ #1048 (—4)° 1%
/x2 de = | — - 7 _
3], 3 3 3

—4

A keresett teriilet: 8 - 16 — 128 = 26.

¢) Az érint§ meredekseget f(z) derivéltja adja x = 20-nal.

fl(x) = (a2 — 422 + 425) = 20 — 42,
F(20) =220 — 42 = 2.

A (20; —15) pontra illeszkedd, —2 meredekségii egyenes egyenlete: y + 15 =
= —2(z — 20), amit 22 4+ y = 25 alakban is frhatunk.

6. Egy kockdt az oldallapjaival pdrhuzamos sikok mentén n® darab kisebb,
egybevdgo kockdra vdgunk.

a) Hdany darab stk mentén torténik a vdgds? (A vdgdsok alatt a részeket nem
mozditjuk el eqymdstdl.)

Egy kockdt az oldallapjaival parhuzamos sikok mentén kisebb, egybevdgd koc-
kdkra vagunk.

b) Hdny darab kis kockdra kell vignunk a nagy kockdt, ha ezdltal a felszin
Otszorozddik?

Egy fehérre festett, 9 cm €élhosszusagu kockat az oldallapjaival parhuzamos si-
kok mentén 27 darab egybevigo kis kockdra vagtunk szét. A wvdgdsfelileteket ugy
festettik pirosra és zoldre, hogy a kis kockdkbol kirakhato legyen egy piros, illetve
eqy 20ld, az eredeti fehér kockdval azonos méreti tomor kocka. Mekkora a valdszi-
niisége annak, hogy az igy kialakitott készletbol véletlenszerien egy olyan kis kockdt
vdlaszthatunk, amellyel

¢) 0,5 valdszindséggel pirosat dobunk;
d) csak kétféle szint dobhatunk?

e) A kis kockdkbdl egy olyan lyukas kockdt épitink, hogy minden lap kézepén
at lehet ldtni az épitményen. Mekkora az igy kapott test térfogata, felszine?
(16 pont)

Megoldas. a) Egy élt a parhuzamos sikoknak n részre kell vdgniuk. Ehhez
n — 1 darab sik kell. Mindharom irdnyban ennyi sikra van sziikség. Vagyis a sikok
szama: 3n — 3.

b) Legyen a nagy kocka felszine 67. Egy megfelels vigds a feliiletet 27-vel
noveli. Ha azt szeretnénk, hogy a felszin 6tszorozédjon, akkor a feliiletet 247 -vel
kell novelniink. Ezt 12 vagassal érhetjiik el, azaz minden irdanyban 4 stk mentén kell
vagnunk, igy 5-5 -5 darab kis kockat kapunk.
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Vagyis 125 kis kockdnak lesz a felszine 6tszoér annyi, mint az eredeti nagy
kockaé volt.

¢) Pontosan 8 darab kis kockén kell pontosan 3 lapot pirosra festeniink, hiszen
csak ebben az esetben lehetséges a piros nagy kocka elkészitése. (A festetlen feliilet
nagysaga két nagy kocka felszinével egyenld, ezért piros nagy kocka épitése esetén
minden piros feliiletnek, z6ld nagy kocka épitése esetén pedig minden zold feliiletnek
latszania kell.)

Vagyis a keresett valoszinfiség: 2.

d) Csak a nagy kocka kozépsd kis kockdja lehet olyan, amelyiken két szin
van, hiszen egy adott szinli nagy kocka Osszedllitdsandl minden adott szini lapnak
a felszinen kell lennie. Vagyis a készletben

1 db 3 lapja piros, 3 lapja zold,

1 db 3 lapja zold, 3 lapja fehér,

1 db 3 lapja fehér, 3 lapja piros kis kockdanak kell lennie.

Vagyis a keresett valésziniiség: 2% = %.

e) Az épitményt gy kapjuk az eredeti nagy kockébdl, ha elvessziik a lap-
kozepeken 1évo kis kockat, és a kozépsot. Vagyis 20 darab 3 cm éld kis kockabdl
készithets el. Ezért a térfogata: V = 20- 33 = 540 (cm3).

Az 6sszedllitasnal a 8 sarok kis kockdnak 3 lapja van a test feliiletén, a 12 él-
felez6nél 16vé kis kockédknak pedig 4 lapja. A kis kockak lapjai 9 cm? teriiletiiek.
Ezek alapjén a test felszine: A=9-(8-3+12-4) = 648 (cm?).

7. a) Kilenc egymdst kivetd egész szdm kézil az ot kisebbnek a négyzetisszege
egyenld a négy nagyobbnak a négyzetosszegével. Adjuk meg a kilenc szamot.

b) Igazoljuk, hogy kilenc egymdst kivetd egész szdm kézil a hat kisebbnek
a négyzetisszege nem lehet eqyenld a hdrom nagyobbnak a négyzetosszegével.

¢) Létezik-¢ ot olyan gomb, melyeknek sugara centiméterben mérve it eqgymdst
kévetd egész szam, és a hdrom kisebb gomb térfogatisszege egyenld a két nagyobdb
gomb térfogatdsszegével?

d) Egy téglatest két élének hossza egymdst kévetd két egész szammal adhatd
meg, a testdtlojanak hossza pedig az el6z6 két egész szdm szorzatdndl 1-gyel nagyobb.
Igazoljuk, hogy a téglatest harmadik élének hossza is egész szdmmal adhato meg.

(16 pont)

Megoldas. a) Legyen a kilenc egész szam koziil a k6zépsé n. Ekkor a kévetkezd
egyenlet irhaté fel a szoveg alapjan:

n—4>+n-3°+n-2"+m—-1>+n*=
=n+1)2+n+2°+n+3)7+(n+4)>

amibdl
n? —40n = 0.

Az igy kapott hidnyos masodfoki egyenlet két gyoke: ny = 0, no = 40.
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Két megoldast kaptunk:

L. eset: —4, -3, —2, —1,0, 1, 2, 3, 4.

II. eset: 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44.

b) Ebben az esetben igy médosul az egyenlet:

=42+ n-3°+n-2>+n-1)"+n*+n+1)"=
=n+2)°+n+3)7+(n+4)>
3n? —36n+2=0.

Megolddképlettel kapjuk, hogy n nem lesz egész szam. Ezzel az éllitast igazoltuk.

c) Legyen az 6t sugdr hossza centiméterben mérve r —2, r—1, r, r+1,
r + 2, ahol r egy 2-nél nagyobb egész szam. A feladat szévege szerint felirhatjuk
a térfogatok kozotti Osszefiiggést:

4z (r —2)° P G 1)° LAt dn(r+ 1? L 4+ 2)°
3 3 3 3 3

r=2°+0 -1+ =@ +1°+(r+2)°

r3 — 1872 = 18.

Mivel r egész szdm, és 2-nél nagyobb, ezért csak a 18-nak a 2-nél nagyobb
osztéi johetnek széba. Ezek a szamok a 3, 6, 9, 18.

Behelyettesitéssel lathato, hogy egyik sem jé.
Vagyis nem létezik a feladat kérésének megfelel6 6t gémb.

d) Legyen a téglatest éleinek hossza: a, a + 1, c. Tudjuk, hogy a testatldja-
nak hossza a(a + 1) + 1 = a® + a + 1, ahol a pozitiv egész szam. Igazolandé, hogy
a harmadik €l hossza, c is az.

Irjuk fel a téglatest élei és testatléja kozotti (a Pitagorasz-tétel kétszeri alkal-
mazasaval kaphatd) kapcsolatot:

a2+(a+1)2+02:(a2+a+1)2,
c2=(a2—|—a+1)2—a2—(a+1)2:

:a4+a2+1+2a3+2a2+2a—a2—a2—2a—1,
A =a*+2°+d®>=d*(a+1)>

Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ = a(a + 1).

Mivel a pozitiv egész szam volt, ezért c is az.
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8. T6bids kirdly (akit a mesében a nép csak Palacsintds kirdlynak nevez) na-
gyon elszegényedett, ezért kénytelen volt janudr elsején a Derelye fészakdcs érde-
keltségi koréhez tartozd banktdl 8 millio fabatka kélesont felvenni. A Derelye Bank
12 évi futamiddre, évi 9%-os kamatra adta a kélcsont, és ezt minden év végén
egyenld dsszegekkel kell visszafizetnie a kirdalynak. Mennyi lesz az évente vissza-
fizetendd torlesztérészlet? Mennyi pénzt fizet vissza dsszesen 12 év alatt a kirdly?

(16 pont)

Megoldas. A rovidebb irdsméd miatt jeloljiik a-val a 8 millié fabatkat, és
legyen x az évenkénti torlesztorészlet.

Az elsb év végén a tartozds az a Osszeg és annak a 9%-a, csokkentve a torlesz-
toérészlettel: a - 1,09 — x.

A maésodik év végén a tartozas az a- 1,09 — x 6sszeg és annak a 9%-a, csdkkentve
a torlesztorészlettel:

(a-1,09 —2)-1,09 -z = a-1,09% — 1,092 — .
A harmadik év végén a tartozas:

(a-1,09% — 1,092 — z) - 1,09 — z = a - 1,09° — 1,09°z — 1,09z — x.

Ezt tovabbgondolva felirhatjuk a tartozast ilyen alakban a 12. év végére, de
tudjuk, hogy ekkor ez a tartozas 0 kellene, hogy legyen:

a-1,09'2 — 1,09z — 1,09% — ... — 1,092 — 2 = 0,
a-1,09" — 2(1,09" + 1,09" + ... +1,09+ 1) = 0.

A zardjelben egy mértani sorozat els6 12 tagjanak Osszege szerepel. A sorozat
els6 tagja 1, hanyadosa 1,09, ezért az egyenletet irhatjuk a kovetkez6 alakban
(felhaszndlva a mértani sorozat elsé n tagjdnak dsszegére vonatkozé képletet):

1,0912 — 1
.1.0912 — . 222~
a-109" - Soo— =0,
) 12
»— 8000000-1,09%-0,09 . o0

1,092 — 1

Vagyis minden év végén 1117205 fabatka a torlesztérészlet.
Ezek szerint 12 év alatt 13406460 fabatkat fizet vissza a kiraly.

9. Bea nagyon szereti a természetet. Az eqyik teljesitménytira alkalmdval egy
vizszintes, sik tisztds egyik pontjdbol eqy irdnyba nézve két hegycsicsot pillantott
meg. A kizelebbi C' hegycsics v = 15°, a tdvolabbi D hegycsics pedig 6 = 21° emel-
kedési szogben ldtszik. Tudjuk, hogy a két hegycsics tavolsaga léguonalban 1000 mé-
ter. Anita valamennyivel mdr kézelebb van a C' csicshoz, és & a két hegycsicsot egy
k6z6s a = 30° emelkedési szogben ldtja.
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a) Milyen magasan vannak a csicsok Bea és Anita nézépontjihoz képest, ha
a testmagassagukat azonosnak vehetjik?

b) Mekkora a tdvolsig Bea és Anita kizott?

¢) Egy 1:40000 méretardnyi turistatérképen bejeloljiik Bea helyét. Hiny cen-
timéterre van ettdl a ponttdl a tdvolabbi hegycsics a térképen? (16 pont)

Megoldas. a) Készitsiink a csticsokra illeszkedé fiiggbleges sikmetszetrél egy
véazlatrajzot, és hasznaljuk az dbrdan lathaté jeloléseket.

D

B c A c’ z D'

Mivel a CDD; derékszogii hdromszogben o = 30°, ezért y = 500 (m). A meg-
adott szogek alapjan: DBC< = 21° — 15° =6°, BDC'< = 69° — 60° = 9°. Ezek
alapjan a BC'D haromszogben BC D< = 165°.

Felirhato a szinusztétel a BC'D héromszogben:

a sin 9°
1000 — smge’  Voevis a 96,6 (m)

A BCC' derékszogli haromszogben:
x =a-sin15° = 1496,6 - sin 15° ~ 387,3 (m).

Vagyis az alacsonyabb hegy magassiga egészekre kerekitve: x ~ 387 m, a ma-
gasabb hegy magassdga pedig:  + y = 387 4+ 500 = 887 (m).

b) Mivel az ACC" derékszogli hdromszogben az A csicsndl 30° van, ezért:
AC" = 2v/3 =387,3- V3 ~ 670,8 (m).

A BCC’ derékszogli haromszoghen: BC’ = 387,3 - ctg 15° & 1445,4 (m).
Vagyis Bea és Anita tdvolsidga: AB = BC' — AC" = 1445,4 — 670,8 =~ 775 (m).
¢) A BD' tavolsagot kell megadnunk a térképen: BD' = BC' 4+ C'D’.
A BCC' derékszogii haromszoghdl mar megkaptuk, hogy BC’ a2 14454 (m).
A CDD; derékszogli hdromszoégben: z = 1000 - cos 30° = 866,0 (m).
Mivel C'D’ = z, ezért BD' = 1445,4 m + 866,0 m = 2311,4 m = 231 140 cm.

Tudjuk, hogy a megadott térképen az 1 cm-es tavolsag a valésdgban 40 000 cm.

Ezért Bea és a tavolabbi hegycstcs tavolsiaga a térképen: 2430101(%0 ~ 5,8 (cm).

Szamado Laszlé
Budapest
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