Az Arnold-féle diszkrét macska-leképezés

Y
1. Bevezetés
Legyenek xg és yg a 0 és 1 kozotti szamok, valamint
2
r1 =x0 + mod 1
(1) 1 0T Yo )
Y1 =0+ 2yo mod 1,
1
ahol a mod 1 kifejezés tortrész vételét jelenti.
Az 1. dbra szemlélteti, hogy mi torténik az egy-
ségnégyzettel, ha minden pontjara végrehajtjuk ezt

a leképezést: egy iranyba megnyulik, egy mésik irdnyba 0 1 .
Osszeszikill, majd az igy kapott parallelogrammat

a mod 1 miivelet visszadarabolja az egységnégyzetbe. 1. dbra. Az egységnégyzet

képe az Arnold-féle
Vlagyimir Arnold orosz matematikus utan P

Arnold-féle macska-leképezésnek szokds ezt nevezni,
mivel Arnold egy macska képével szemléltette a le-
képezés hatdsat. A leképezés érdekessége abbdl ered, hogy egyszerlisége ellenére
er0sen kaotikus. Ezalatt azt értjiik, hogy ha ismételten végrehajtjuk a leképezést,
az egységnégyzet pontjai gyorsan és alaposan megkeverednek. Ennek az az oka,
hogy bérmely pont egy irdnyban tdvolodik az eredeti ,szomszédaitél” (amerre
nytlik a négyzet), egy mésik irdnyban pedig kozeledik hozzdjuk (amerre sziikiil
a négyzet).

macska-leképezés hatédsa
alatt

De hogyan is szimuldlhatta Arnold ezt a leképezést? A kovetkezo eljaras a ké-
zenfekvd: tekintsiink egy N x N pixel méretli képet, és alkalmazzuk az (1) leké-
pezést minden pixelre. A pixelek koordinatéit legkényelmesebb egész szamokban
megadni, azaz a kovetkezo leképezést alkalmazzuk:

@) Tpr1 =2Zp +yr  mod N,

Ykt1 =Tk + 2y, mod N, k=0,1,2,...,
ahol xy és yr a 0 és N — 1 kozotti szdmok. Mivel a mod N kifejezés az N-nel valé
osztés maradékat veszi, xx41 és Yr41 szintén 0 és N — 1 kozé esik.

Kezdetben gy tiinik, hogy a (2) leképezés teljesen dsszekeveri a képiink pont-
jait, ahogyan a folytonos valtozata is. Viszont némi szamitogépes kisérletezés utan
meglepé médon azt tapasztaljuk, hogy kezdeti képiink el6bb-utébb Gjra megjelenik.
De ha egy kicsit jobban belegondolunk, akkor lathatjuk, hogy maga a visszatérés
ténye még nem igazan meglepd.

1. feladat. Tegyuk fel, hogy a kép minden pixele csak fekete vagy fehér lehet.
Mutassuk meg, hogy 2V iterdcié alatt legalabb egy visszatérést tapasztalunk.
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2. dbra. Macskébdl kdoszba (k = iterdcik szama, N = 400)

Ami viszont meglepd, hogy kozel sincs sziikség ilyen sok iteraciora. A 3. db-
rdn egy olyan esetet lathatunk, ahol kevesebb, mint N/2 iterdciéra van sziikség
a visszatéréshez. A kovetkezOkben attekintiink par egyszeriibb allitdst a visszaté-
rési idorol.

k=0

10 k=60

100 k=120

3. dbra. Visszatér a macska (k = iterdcidk szdma, N = 241)

2. Visszatérési ido

Visszatérési idének fogjuk nevezni azt az iteraciészdmot, amelyre eldszor
visszatér az eredeti képiink. Pontosabban, a visszatérési id6 az a legkisebb my
szam, amelyre

Tmy = 20,
ymN = yO
teljesiil az egységnégyzet valamennyi (zg,yo) pontjira.
Fogalmazzuk at ezt a definicidt.

2. feladat. Léassuk be, hogy

(3) Tk = U2k—1%0 + U2rYo mod N,

Yk = U2kTo + U2k+1Yo mod N,
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ahol u; az i-edik Fibonacci szém (azaz ug = 0, u; = 1, tovdbba wu;11 = u; + u;—1,
i=0,1,...).

Tehat a legkisebb olyan k szamot keressiik, amelyre

ugr_1 =1 mod N,

usp, =0 mod N

teljesiil (azaz ugr_1 N-nel vald osztds utdn 1 maradékot ad, usy pedig nulldt). Ez
a két feltétel elég, hiszen ezekb8l ugp_1 =1 mod N kovetkezik. Ugy is mondhatjuk,
hogy a visszatérési id6 egyenld a Fibonacci szamok modulo N periédusanak felével.
Ezt a periédust szokas Pisano-periédusnak is nevezni. Sajnos zart formula nem
ismert ré, de az idevdgd ismereteink jé Osszefoglaldsat adja D. D. Wall cikke [9)].

A pontos képlet hianydnak ellenére léteznek eredmények, amelyek fels6 korlatot
adnak a visszatérési idore. Ezek az allitdsok egyszerii szamelméleti eszkozokkel, am
helyenként rendkiviil aprolékos munkaval bizonyithaték. Az alabbi allitast Freeman
J. Dyson és Harold Falk bizonyitotta:

1. tétel (Dyson—Falk [5]). Legyen N > 2. Ekkor a visszatérési idére fenndll az

N2

my < 5

felsd korldt.

Miel6tt ratérnénk a bizonyitasra, megjegyezziik, hogy Freeman Dyson neves
elméleti fizikus és matematikus, aki leginkabb a kvantumelektrodinamika elméle-
tének kidolgozasaban véllalt szerepe miatt hires. Jelentoségét a matematikaban
a rola elnevezett Dyson-transzformalt bizonyitja, amely az additiv szdmelmélet
egyik alapvetd eszkoze.

Léssuk most Dyson és Falk bizonyitdsat, amely a N. Vorobiev kényvében [8]
leirt modszert koveti.

Bizonyitas. Legyen ®; az u, Fibonacci-szam N-nel valé osztasi maradéka.
Tekintsiik a

(1) (®o, 1), (®1, Bs), ..., (D, Pps)s ...

rendezett pdrokat. Vegyiik észre, hogy (®o, ®1) = (0,1). Ebben a sorozatban legfel-
jebb N2 kiilonboz6 elem lehet, tehat barmely N2 + 1 elem kozott szitkségszeriien
lesz legalabb két megegyez6. Most bebizonyitunk egy lemmat, hogy aztdn tovabb
haladhassunk a tétel bizonyitasaval.

1. lemma. Az elsé ismétlédd pdaros a (0,1).

Bizonyitas. Indirekten fogunk érvelni. Tegyiik fel, hogy az els6 ismétl6d6 par
(Pp, Pr11) valamely k > 0 szdmra. Tekintsiink ekkor egy olyan (®,., ®,.1), r > k
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parost, amely megegyezik vele, azaz &) = @, és P41 = ¢, 1. Ekkor a Fibonacci-
szamok definicidja alapjan

¢, 1=0,47 P, modN,
Dy 1 =Ppy1 — P, mod N,
azaz ®,_1 = ®;,_;. Tehat
(Pr—1,Pr) = (P11, D),

azaz (P_1,Py) is ismétlddik, és kordbban van a (4) sorozatban, mint (®y, P11)
— ellentmondésra jutottunk. Tehdt k = 0, és {gy (Pg, Pry1) = (Do, P1) = (0,1). O

3. feladat. Lassuk be az el6z6 lemma segitségével a kovetkezot: tetszdleges
N szémra igaz, hogy az (ug utani) elsé N2 Fibonacci-szdm kozott lesz legalabb egy
N-nel oszthato.

2. lemma. Legyen N > 2. Ha up, =0 mod N és upy1 =1 mod N, akkor k
pdros.

Bizonyitas. Vezessiik be a
2
Dy = upupt2 — ujqq
mennyiséget. Dy = —1, valamint Dy = —Dj, hiszen

U1 U3 — Upyg = (Ukpo — Up) (U1 + Ugy2) — Upyp =

Up+2Uk+1 — UgUk+1 — UgUk+2 =

= —UpUpt2 + (U2 — Up)UR+1 =

= —UpUky2 + uiﬂ.

Tehat Dy = —1, ha k péros, és Dy = 1, ha paratlan. Amennyiben uy =0 mod N
és ugp+1 =1 mod N, akkor Dy = —1 mod N - igy k péaros. ]

Innen mér kénnyt a tétel bizonyitdsa: tekintsiik a ®g, @y, ... sorozatot. A Py,
®y,...,PN241 kezdbszeletben ismétlédni fog 0,1 — legyen az elsé ismétlodés
Dy, P11 A 2. lemma alapjan t péaros, a visszatérési id6 definiciéja szerint pedig
2my = t. Azaz my < N?/2. O

Egy éltaldnosabb, de kevésbé explicit képletet ad a visszatérési idore Gregory
Gaspari:

2. tétel (Gaspari [6]). Legyen N primtényezds felbontdsa N = p$* ...pe*, ahol
p; prim, és a; € N minden j =1,...,k esetében. Ekkor

my = LKKT{mp;H geen ,mp:k },
ahol LKKT a legkisebb kozds tobbszoradst jeloli.

Megemlitjiik, hogy a tétel Fibonacci-szamok peridédusara vonatkozd megfogal-
mazdsa méar szerepelt D. D. Wall jéval kordbbi cikkében [9]. A Gaspari dltal adott
bizonyitas a kdvetkezd.

Kézépiskolat Matematikai és Fizikai Lapok, 2017/9 517



Bizonyitas. Kezdjik a bizonyitast egy észrevétellel: azt allitjuk, hogy ha K
osztja N-et, akkor my osztja my-et. Mivel

Uomy—1 =1 mod N,

Uzmy =0 mod N,

és K osztja N-et, azért uom,y—1 —1 a K-val osztva is 1 maradékot ad, valamint
Uam, & K-val is oszthatd. Azaz

Usmy—1 =1 mod K,
(5)

Uomy =0  mod K.

Mivel mg a legkisebb szdm, amire az (5) kongruencia-rendszer teljesiil, mg ki-
sebb (vagy egyenld) mint my. Tegyiik fel, hogy my az mg-val osztva nemnulla
maradékot ad, azaz my = gmg + 7, ahol 0 < r < mg, és q egész. Ekkor gm g ite-
racio alatt visszatér a képiink g-szor, és mivel my iterdcié alatt visszatér, r iteracid
alatt is vissza kell térnie. De r < m, és mg volt a legkisebb id6, ami alatt visszatér
a kép, tehdt ellentmondasra jutottunk. Azaz r = 0, és ezzel belattuk az észrevételt.

Térjiink ré a tétel bizonyitdsara. Tetszéleges j € {1,...,k} esetében p?j osztja
N-et, tehat az el6zd észrevételiink miatt m,e osztja my-et. Ebbdl kovetkezik,

J
hogy my kdzbs tobbszérose az m o;, j € {1,...,k} szdmoknak. Legyen M egy

kozos tobbszorose a me;, je{l,...,k} szdmoknak. Ekkor

o
usp—1 =1 mod ij,

uspyy =0 mod p?j.
Mivel a p?j szamok kiilonb6z6 primek hatvanyaiként paronként relativ primek,

ugp—1 =1 mod pit ... pp* =N,

ugpr =0 mod pit ... ppt = N.

Viszont ez azt jelenti, hogy mpy osztja M-et. Mivel my a legkisebb egész szam,

amire a fenti kongruencia teljesiil, my a legkisebb kozos tobbszorose az me;
J
szamoknak. 0

Tehat elég primhatvanyokra tudni a visszatérési idot, ebbdl mar tetszéleges
szamra kiszamithaté. De ez még igy sem egyszeri feladat. Gaspari cikkének a fiig-
gelékében m = 1,...,195 periddusokra kigylijtotte az Osszes p primet, amelyre
mp = m — ez nydjthat némi segitséget.

4. feladat. Lassuk be, hogy
a) maq1 = 120 (3. dbra),
b) mMyoo = 300 (4 dbm).
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4*, feladat. Tegyiik fel, hogy my pédros. Milyen N-ek esetében fordul eld hogy
mp /2 iterdcié utan fejteton jelenik meg a macska, ahogyan a 3. dbrén is ldthat6?
A 4. dbra mutatja, hogy nem mindig ez a helyzet. Itt Ggynevezett szellemképek
jelennek meg, a magyardzatért lasd a [3] hivatkozdst.

k=0 k=300

4. d@bra. N =400, my = 300

3. Alkalmazasok

Bar els6 ranézésre Arnold macska-leképezése csak egy matematikai jatéknak
tlinik, a kaotikussagét kihasznédlva praktikus alkalmazésai is lehetnek. A kovetkezd
gyljtés a [7] hivatkozdsra tamaszkodik.

A legnyilvdnvalébb egy kép vagy szoveg titkositdsa: a kép pixeleire, vagy
a szoveg N X N-es blokkba rendezett karaktereire alkalmazzuk a macska-leképezés
egy megfelel6 hatvanyat. fgy alaposan megkeverednek a képpontok (vagy a betiik),
avatatlan szemlél6 nem képes az eredeti lizenetet visszafejteni. Tovabb bonyolithatd
a helyzet, ha a titkosité egy altalanosabb macska-leképezést hasznal, példaul az

Tr41 = Tk + ayi mod N,

(6)
Y1 = azg + (@®* + 1)yry mod N, k=0,1,2,...

vagy az

Tht1 = T + ayx mod N,

(7)
Yk+1 = br + (ab+ 1)y,  mod N, k=0,1,2,...

iteraciot. fgy az eredeti tizenet csakis az a,b egész szamok ismeretében fejthetd
vissza. Ezeknek a macska-leképezéseknek a viselkedése teljesen hasonlé Arnold
macskdjahoz. A visszatérési idékrél J. Bao és Q. Yang ir a [2] cikkben.

Egy kicsit izgalmasabb alkalmazds a szteganografidhoz kothet6. A sztegano-
grafia olyan titkos iizenetek létrehozdsanak tudoménya, amelyek létezésérol a fel-
adén kiviil csak a cimzett tud — szemben a kriptografidval, ahol az tizenet léte nem
rejtély, csak a tartalma. A két mddszer egyiittes alkalmazdsa természetesen a leg-
hatékonyabb. Tegyiik fel, hogy van egy képiink, amirdl kés6bb majd meg akarjuk
allapitani, hogy valaki manipulédlta-e. A kovetkezé a médszeriink: alkalmazzuk a ké-
piinkre a macska-leképezés k darab iteraciéjat, majd helyezziink ra egy kis vizjelet.
Ezutdn mpy — k iteraciéval allitsuk vissza az eredeti képet, amelyen a vizjel egy hét-
koznapi szemlélének lathatatlan, hiszen a pixelei alaposan szétszorédtak. Ha késébb
meg akarjuk allapitani, hogy valaki mddositotta-e a képet, elég a macska-leképezés
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k iteracidjat alkalmazni ra: ha a kép nem lett manipulalva, akkor bar a kép kaoszba
fullad, a vizjel eredeti allapotdban megjelenik a sarokban. A részletek a [4] cikkben
talalhatok.
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Mincsovicsné Sélley Fanni

Dr. Mezei Istvan
(1946-2017)

Mindenkit véaratlanul és mély megddbbenéssel ért a hir, hogy kollégank és
baratunk, Mezei Istvan 2017. november 4-én, 71 éves koraban eltavozott koziiliink.
A stlyos betegségével vivott egyenlétlen kiizdelmet feladva gy tavozott, amilyen
egész életében volt: csendben elaludt, senkit nem terhelve a személyes tragédidjaval.

A hirt nem akartuk elhinni, hiszen Istvdn maga volt az allanddsag, az 6rok
fiatalsag, a szellemi frissesség, tettrekészség példaképe. Egyik volt tanitvanya ezt
irta a hir hallatara: ,,Eszembe se jutott, hogy ¢ meghalhat. Talan azért, mert miéta
csak megismertem, mindig ugyanaz a lelki béke dradt bel6le, ami egy szelid és
kiegyensulyozott idétlenséget kolesonzott neki. A haldl meg valahogy tul van ezeken
a kategoridkon. Taldn szamara tényleg tul is volt”. Igen, Pista ezek felett allt, és
ezért minden bizonnyal most is itt van kozottiink.
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