A teleszképikus Osszeg kozbiilsé tagjai , kiesnek”, igy S, =1 — —ﬁ Ezt szerettiik
volna beldtni.

b) A tort szdmldlgjdban és nevezdjében minden tagot n-nel elosztva kapjuk,
hogy:

lim
n— oo

T 1
Vn+1 Vit nz
(1_n—|—)_hm 1_Vn ' n? :1_%:1,

n—+1 n—00 1_|_l
n

A hatérérték definicidja alapjan:

1 n+1 1 < . vn+1 < 1
— — —, vagyis —
n+1 1000 BT | T 100
Mivel n pozitiv egész, ezért nTil < ﬁ, melyet rendezve 0 < n? — 9998n — 9999.

Az egyenl6tlenség pozitiv zérushelye 9999, igy az ennél nagyobb természetes szamok
megfelelnek kiiszobértéknek.

Varga Péter
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 4841. Az O kézépponti k kor az e egyenest az A és B pontokban, az OB
szakaszfelezd merdlegesét pedig a C' és D pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy
a COA< szigfelezdje és az e egyenes 60 fokos szdget zdrnak be.

(3 pont)

Megoldas. Az OC B haromszog szabalyos,
ugyanis OC = OB sugarak, tovabbda OC = CB
is teljesiil, mert C' az OB szakaszfelezd merole-
gesének egy pontja. Tehat BOC< = 60°.

Az AOB héromszog egyenld szart, mert
AO és OB a kor sugara. Legyen OAB< =
= 0OBA< = qa.

A COA<« szogfelezbje a szoget két egyenld
B szogre bontja.

Most hasznéljuk fel, hogy az AOB hérom-
szogben a bels6 szogek Gsszege 180°:

OAB< + OBA< + AOB< = 2a + 28 + 60° = 180°.
Ebbdl azonnal adédik, hogy a4+ 8 = 60°.
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Egy haromszog kiils6 szoge egyenld a két nem mellette fekv6 bels6 szog Gssze-
gével, ezt az AEO haromszog OFE B< kiils6 szogére alkalmazva:

OEB< = a + 8 = 60°.

Ha a C' és D pontok helyét felcseréljiik, a megoldas menete valtozatlan marad.

Gyérify Agoston (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 115 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 108, 2 pontot 3 versenyzd, tovabba
1 pontos 4 tanulé dolgozata.

B. 4854. Legyenek a1, as,...,a, valds szamok. Tekintsik az ezekbdl képezett
2™ — 1 (nemiires) dsszeget. Hdny lehet ezek kizil pozitiv?

(5 pont)

Megoldas. Kiindulasi pontként tekintsiik a 271,272 ..., 29 = 1 szdmokat.
Ezeket alkalmasan eléjelezve megmutatjuk, hogy 0-t6l 27 l-ig barmennyi lehet
a nemiires Osszegek koziil pozitiv.

ElSszor vegyiik az a; = =21, ap = =272, ..., a, = —2° sorozatot, amelyben
a sorozat tagjai mind negativak, vagyis koziiliik vélasztva egyetlen pozitiv nemiires
0sszeg sincs.

Ha ezutan barmely mas elGjelezés mellett nézziik a nemiires tsszegeket, akkor
egy ilyennek az elGjele csak a legnagyobb abszolit értéki tag elGjelétdl fiigg, mivel
az Osszes nala kisebb abszolut értékli tag Gsszegének az abszolut értéke kisebb, mint
ennek az egynek az abszolut értéke.

Bérmely 0 és 27! kozotti pozitiv egész szdm egyértelmiien felirhaté kettes
szamrendszerben legfeljebb n darab jeggyel. Ha a kettes szamrendszerben felirt
szam M = 2k 4 2%2 4 2ke alaki (ahol k1 > ko > ... > k), akkor ay,, a,, - - .,
ag, eldjelét pozitivnak, az Osszes t6bbit pedig negativnak valasztva pontosan azok
az Osszegek lesznek pozitivak, amelyek tagjainak legnagyobb indexe valamelyik k;.
Adott j-re az ilyen Osszegek szama 2%i, Gsszesen tehat 251 + 2F2 4 4 2k = M
darab ilyen Gsszeg van.

Sulan Adém (Nagykanizsa, Batthydny Lajos Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 63 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 46, 4 pontot 5 versenyzd. 3 pontos 3,
2 pontos 6 tanulé dolgozata. 1 pontot kapott 2, 0 pontot 1 tanulé.

B. 4855. Egy tdbldazatot 0 és 1 szdmokkal toltottink ki gy, hogy nincs két
azonos sor, azonban bdrmelyik két oszlop és négy sor dltal meghatdrozott
4 x 2-es résztabldzatban van két azonos sor. Igazoljuk, hogy van olyan oszlop, amely-
ben az egyik szdm pontosan egyszer fordul eld.

(6 pont) Javasolta: Lelkes Addm

Megoldas. Legyen k sora a tdblazatnak. Bebizonyitom, hogy ha a tdblazatnak
van olyan oszlopa, amelyben pontosan n < k darab 0 vagy pontosan n darab 1-es
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van, akkor olyan oszlopa is létezik, amelyben kevesebb mint n darab, de legalabb
1 darab 0 vagy kevesebb mint n darab, de legaldbb 1 darab 1-es van.

Legyen példaul az A oszlopban n darab 0 és k — n darab 1-es. Valasszunk ki
kett6t ebbdl az A-ban nullds n sorbdl; legyenek ezek a c-edik és a d-edik sorok.
Mivel a tablazat sorai mind kiilonb6zoek, lesz olyan oszlop, amelyikben kiilonb6zé
értéket vesz fel e két sor celldja — legyen ez a B oszlop.

Ha van kettd olyan sor — mondjuk az e-edik és az f-edik — amelyek A oszlo-
paban 1-es, a B-be es6 oszlopaban pedig két kiilonbozé szam &ll, akkor a c-edik,
d-edik, e-edik és f-edik sorok, valamint az A és B oszlopok &ltal meghatarozott
4 x 2-es résztablazatban nincs két azonos sor. Ezért a B oszlopban azonos értéket
vesz fel ez a k — n sor. fgy a B oszlopban 0-bdl vagy 1-bél legaldbb & —n + 1 van,
ezért a masik szambol legfeljebb n — 1, de legalabb 1 darab. A bizonyitott allitast
ismételten alkalmazva az A helyett a B oszlopra stb., eljutunk addig, hogy az egyik
oszlopban az egyik szam pontosan egyszer fordul eld.

A bizonyitott allitast csak akkor nem tudnank alkalmazni, ha feltételei a tab-
lazat egyik oszlopara sem teljesiilnek. Ez pontosan azt jelentené, hogy mindegyik
oszlop vagy csupa 0, vagy csupa 1 elembdl 4all, azaz a tédblazat valamennyi sora
azonos.

Beke Csongor (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)

30 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 21 versenyzé: Baran Zsuzsanna, Beke Csongor,
Borbényi Mérton, Dobrontei David Bence, Fuisz Gabor, Géspar Attila, Gy6rfly Agoston,
Imolay Andras, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, Klisz Viktéria, Kovics Benedek,
Németh Baldzs, Saar Patrik, Szemerédi Levente, Tiszay Adém, Té6th Balazs, Téth Viktor,
Véri-Kakas Andor, Velkey Vince, Weisz M&até. 5 pontos 3, 4 pontos 2, 2 pontos 1,
0 pontos 3 dolgozat.

B. 4860. Tegyiik fel, hogy a <b<c<d és a+d+# b+ c. Mutassuk meg,

hogy az
1 1 1 1

a—x_b—x_c—x+d—x

=0

egyenletnek pontosan két kiilonbozd gyidke van, amelyek kozil az egyik a (b,c) in-
tervallumba, a mdsik pedig az (a,d) intervallumon kivil esik.

(3 pont)
Megoldas. Az egyenletet rendezziik el0szor gy, hogy mindkét oldalon két-két
tort szerepeljen.
1 1 1 1
a—x b—xz c—x d—=zx

1 1 1 1

207

a—z b-z c—z d—z
A két oldalon kiilon-kiilon kézos nevezére hozva igy olyan tortkifejezéseket kapunk,
amelyeknek szamlaldja mar nem tartalmaz ismeretlent:

b—a d—c

(@a-o)b-2) (c-a)(d—a)
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A nevezdkkel torténd beszorzas és egy oldalra rendezés utdn rogton lathatd, hogy
(a + d # b+ c miatt) egy mésodfokd P(x) polinom zérushelyeit keressiik.

(b—a)(c—z)(d—=)=(d=c)(a—2z)b-2),
Plz)y=(b-a)(c—z)(d—2z)— (d—c)(a—z)(b—x).

Ezek a zérushelyek egyben az eredeti egyenlet 6sszes megoldasai is, mivel az eredeti
egyenlet értelmezési tartomanydaban nem szereplé a, b, ¢, d értékek egyikére sem lesz
P(x) = 0. A polinomba behelyettesitve az egyes értékeket kapjuk, hogy P(b) > 0 és
P(c) < 0, ezért az egyenletnek két megolddsa van, amelyek koziil az egyik a (b, ¢)
intervallumba esik. A mé&sik nem eshet ebbe az intervallumba, mert ha a polinom
mindkét gyoke ebbe az intervallumba esne, akkor b-ben és c-ben ugyanolyan eléjeli
értéket kellene felvennie. Az egyenlet mésik gyoke viszont nem eshet sem az (a, b),
sem a (¢, d) intervallumba, mert pl. az (a,b) intervallumon azt 1atjuk, hogy b—a > 0,
c—x>0,d—x>0,azaz (b—a)(c—z)(d—1x) >0, tovdbbd d —c¢ >0, a —x < 0,
b—x>0,azaz (d—c)(a—x)(b—z) <0, tehat ezen az intervallumon P(z) pozitiv
értékeket vesz fel, itt nem lehet zérushely. Hasonléan a (¢, d) intervallumot vizsgdlva
lathatjuk, hogy itt P(z) csak negativ értékeket vesz fel, igy itt sem lehet gyok.

P(x)-rél tudjuk, hogy pozitiv és negativ értéket is felvesz, igy megallapitottuk,
hogy két kiilonbozé gyske van. Mivel se (b, ¢)-be, se (a,b)-be, se (¢, d)-be nem eshet
a masik gyok, azért biztos, hogy (a,d)-n kiviil esik.

Noszdly Aron (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 35 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott Csahék Timea, Fekete Baldzs Attila,
Fiilop Anna Técia, Noszdly Aron7 Péta Baldzs, Simon Déaniel Gabor, Tiderenczl Déniel,
Tiszay Adém7 Viéri-Kakas Andor, Varkonyi Dorka, Velkey Vince, Zdélomy Kristéf és
Zsigri Balint. 2 pontot kapott 6 versenyz6, tovabba 1 pontos 13 és 0 pontos 3 tanuld
dolgozata.

B. 4862. Az ABCDE konvezx itszég AB, BC, CD, DE, illetve EA oldalainak
felezépontjai rendre M, N, P, Q, illetve R. Mutassuk meg, hogy ha az AP, BQ,
CR és DM szakaszok eqy kdzds pontban metszik egymadst, akkor ez a pont rajta van
az EN szakaszon is.

(5 pont) Roka Sdndor (Nyiregyhdza)

Megoldas. Legyen a szakaszok metszés-
pontja O. Mivel EQ = @QD, az EQOA és
QDOA alapja és magassdga megegyezik, te-
hat a teriiletiik egyenld. Hasonldéan lathatd,
hogy Troea = ToDBA, igy a megfeleld kii-
16nbségekre

TeoBr = TEgBA — TEQOA =

=Topear —Topon =TeoDA-
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Ezen az titon sorra belathato, hogy
Tropa =TBopa = Tpoan =Taocsr = Tcoen.

A tovabbiakban felhasznaljuk a teriiletek egyenl6ségébdl, hogy Tropa =
=Tcoen. Az OF félegyenes az ROQ< szogtartomdnyban van, ezért az EO egye-
nes masik félegyenese a COB< szogtartomdnyban van. Ennek megfeleléen az FO
egyenes a BC' szakaszt egy N’ belsé pontban metszi.

BN’ , BN’
Tsnon :TN/COA'W’ és TaN'EA :TN/CEA.W’
ezért /
BN
T, =T L2
EOBA COEN ™ i

fgy BN' = N'C, vagyis az N’ a BC felezépontja, tehat N = N'.

Gaspdr Attila (Miskole, Foldes Ferenc Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 33 dolgozat érkezett. 5 pontot kapott 19 tanul: Baran Zsuzsanna, Borbényi
Marton, Busa Maté, Csiszar Zoltan, Fiildp Anna Técia, Gaspar Attila, GyOrfly Agoston,
Imolay Andrés, Janzer Orsolya Lili, Kerekes Anna, K&vari Péter Viktor, Nagy Nandor,
Schrettner Jakab, Szabé David, Szemerédi Levente, Tandcs Viktéria, Téth Viktor,
Tubak Daéaniel, Weisz Maté. 4 pontot szerzett 6 versenyzd, 1 pontos 3, 0 pontos 5 tanulé
dolgozata.

B. 4877. Az A, B, C és D pontok ebben a sorrendben illeszkednek egy egye-
nesre. Az eqyenesen kivil esé E pontra

AEB< = BEC<a = CED< = 45°.
Legyen az AC szakasz felezépontja F, a BD szakasz felezépontja pedig G. Mekkora
az FEG sz09?
(3 pont) Javasolta: Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11.c.
Megoldas. Az dbra jelolései szerint

AEC< = AEB<+ BEC< =45°+45° =
=90°, az AECA derékszogti.

Ugyanigy a BEDA is derékszogii.
A derékszogii haromszogek szogeire

ACE<=90°—a, és DBE< = 90°— 8.

Az AED haromszog AED szoge a feltételek alapjan 135°, igy o + 5 = 45°.

Most rajzoljuk be az E'F szakaszt. Az F pont az AEC derékszogii haromszog
atfogdjanak felez6pontja, egyben a Thalész-tétel miatt koréirt korének kdzéppontja.
Ebbél kovetkezéen az AFE egyenld szért haromszog, AEF< = «.
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Ugyanigy az EG behtzédsa utan lathaté, hogy az EDG haromszog is egyenld
szaru és GED< = 3.

A keresett FFEG< az abra és az eddigiek alapjan:
FEG< = AEB<+ BEC«+CED<— AEF<—GED<« =
=45° +45° +45° — a — 8 = 135° — 45° = 90°.
Olosz Adél (Pécs, PTE Gyak. Alt. Isk., Gimn., SZKI és (/)voda7 10. évf.)

dolgozata alapjan

Osszesen 70 dolgozat érkezett. 3 pontot kapott 67 tanuld, 2 pontos 2, 1 pontos 1 tanulé
dolgozata.

A K pontversenyben kitliz6tt gyakorlatok
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak
(559-564.)

K. 559. Hany olyan legfeljebb hatjegyli szam van, amelyben szerepelnek az 1,
2, 3, 4, 5 szamjegyek, mindegyik pontosan egyszer?

K. 560. Egy vizsgan 30 {6 vett részt. Azok, akik megbuktak, 60 pontos atlagot
teljesitettek, mig azok, akik dtmentek, 84-et. A vizsga atlagpontszama 80 lett.
Hényan mentek at a vizsgan?

K. 561. Egy regény harom kotetben jelent meg. Az oldalakat a hdrom ko-
tetben az elsd oldaltél az utolséig folyamatosan szédmoztdk meg (1-essel kezdve
a szamozdst). A mésodik kétet 50 oldallal vastagabb, mint az elsd, a harmadik
pedig 1,5-szer olyan vastag, mint a mésodik. A harom kotet elsé oldalszdmainak
Osszege 893. Hany oldalas a regény? Hény szamjegyet haszndltak fel az oldalsza-
mozas lefrasdhoz?

K. 562. Aliz elindult vésérolni, csupa 10 és 1000 forintossal (mindegyikbdl volt
néla legaldbb egy). Elkoltotte a pénze felét, majd észrevette, hogy ismét csupa 10 és
1000 forintos van nala. Megszamolta a pénzt, és 1latta, hogy pont annyi 10 forintosa
lett, mint ahdny 1000 forintossal elindult, és pontosan feleannyi 1000 forintosa lett,
mint amennyi 10 forintossal elindult. Hany forintot koltott el Aliz, ha a feltételeknek
megfelel6 lehetd legkevesebb pénzt koltotte?

3 ( K. 563. Egy 18 cm oldali négyzet alaku lemezbdl kivagtak
a négyzet csucsaindl egy-egy 3 cm sugari kort az dbrdanak megfe-
leléen. A cstcsokndl keletkez6 hulladéklemez darabokat eldobték.

§ ) ( } Mekkora a megmaradt rész teriilete?
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