d) Egy téglatest két élének hossza egymast kovetd két egész szdmmal adhaté
meg, a testatldjanak hossza pedig az el6z6 két egész szam szorzatdnal 1-gyel na-
gyobb. Igazoljuk, hogy a téglatest harmadik élének hossza is egész szammal adhato
meg. (16 pont)

8. Tébids kirdly (akit a mesében a nép csak Palacsintds kirdlynak nevez) na-
gyon elszegényedett, ezért kénytelen volt janudar elsején a Derelye fészakéacs érde-
keltségi koréhez tartozé banktdl 8 millié fabatka kolesont felvenni. A Derelye Bank
12 évi futamidére, évi 9%-os kamatra adta a kolesoént, és ezt minden év végén
egyenld Osszegekkel kell visszafizetnie a kirdlynak. Mennyi lesz az évente vissza-
fizetendé torlesztérészlet? Mennyi pénzt fizet vissza Osszesen 12 év alatt a kiraly?

(16 pont)

9. Bea nagyon szereti a természetet. Az egyik teljesitménytura alkalméaval egy
vizszintes, sik tisztas egyik pontjabdl egy iranyba nézve két hegycsicsot pillantott
meg. A kozelebbi C hegycsics v = 15°, a tavolabbi D hegycsics pedig § = 21°
emelkedési szogben latszik. Tudjuk, hogy a két hegycsics tavolsidga légvonalban
1000 méter. Anita valamennyivel mér kozelebb van a C csicshoz, és 6 a két
hegycsicsot egy kozos a = 30° emelkedési szogben latja.

a) Milyen magasan vannak a csticsok Bea és Anita néz0pontjdhoz képest, ha
a testmagassagukat azonosnak vehetjiik?

b) Mekkora a tdvolsidg Bea és Anita kozott?

¢) Egy 1:40000 méretardnyi turistatérképen bejeloljiikk Bea helyét. Hény
centiméterre van ettél a ponttdl a tavolabbi hegycsics a térképen? (16 pont)

Szamadd Laszlé
Budapest

Megoldasvazlatok a 2017/7. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a wvalds szamok halmazan az aldbbi egyenlétlenséget, illetve
egyenletet:

a) log, (2% — 3z) < 1; (5 pont)

b) 22 - |sinz| = sinz. (6 pont)

Megoldéas. a) Az egyenltlenségnek csak akkor van értelme, ha x? — 3z >
>0, azaz x < 0 vagy x > 3. A 4-es alapt logaritmusfiiggvény szigoriian monoton
névekedd, ezért x2 — 3z < 4, melyet rendezve z? — 3z — 4 < 0.

Az 22 — 3x — 4 = 0 egyenlet gyokei —1 és 4. Mivel az 22 — 3z — 4 < 0 egyen-
16tlenségben a masodfokd tag egyiitthatdja pozitiv, ezért —1 < z < 4.
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A kapott gyokoket az értelmezési tartomdnnyal Gsszevetve az eredeti egyen-
16tlenség megoldashalmaza

[—1;0[ U ]3;4].

b) I. megoldds (esetszétvdlasztdssal). Ha sinx > 0, akkor 22 = 1, melynek gyo-
kei —1 és 1. A kapott gyokoket a feltétellel 6sszevetve csak az 1 jo.

Ha sinz < 0, akkor 22 = —1, melynek nincs megolddsa a valés szamok hal-
mazan.

Ha sinz =0, akkor x = k-7, k € Z.

Ellenorzés behelyettesitéssel vagy az ekvivalens atalakitdsokra torténd hivat-
kozas.

II. megoldds (értékkészlet vizsgdlattal). Az egyenlet bal oldalan 4ll6 kifejezés
nemnegativ, ezért a jobb oldalon allo kifejezésnek is nemnegativnak kell lennie.
Mivel sinx > 0, ezért az abszolutérték-jel elhagyhaté.

Ha sinz > 0, akkor 22 = 1, melynek gyokei —1 és 1. A kapott gyokoket a fel-
tétellel Gsszevetve csak az 1 jo.

Ha sinz =0, akkor x =k -7, k € Z.

EllenOrzés behelyettesitéssel vagy az ekvivalens atalakitdsokra torténd hivat-
kozas.

2. Egy ismert hazai tdrsasjaték jatéktdabldjin korben egymds utdn 40 sorszd-
mozott mezd taldlhats. A jatékosok az 1. sorszami START mezdérdl indulnak, és
mindig annyit lépnek eldre, amennyit eqy szabdlyos dobokockdval dobnak. Ha egy
jatékos bdbujdval olyan mezdre lép, ahol mdr dll eqy mdsik bdbu, akkor kititi azt, és
a kiutott bdbut a START mezdre visszahelyezi. A jdtékosok a jdtékot jatékpénzzel
jatsszak, és annak megkezdésekor mindenki 20000 Ft kezddosszeggel indul.

a) Hdnyféle sorrendben szdmolhat le a pénztdros Csabdnak 2 db 5000 Ft-os,
8 db 1000 Ft-o0s, 3 db 500 Ft-0s és 5 db 100 Ft-o0s jdtékpénzt? (3 pont)

b) Hdnyféle kiilonbozd cimletezésben kaphatja meg Csaba a kezdddsszeget, ha
csak a hdrom nagy cimlet (5000 Ft, 1000 Ft és 500 Ft) mindegyikébdl kap? (4 pont)

¢) Csaba elsd tizenidt dobdsdnak dtlaga 4,2 volt, és kizben egyszer sem iitét-
ték ki. Hanyas sorszami mezdn dll most Csaba figurdja? (3 pont)

d) Ldszl6 figurdja ketté mezdvel dll Csabdé mdégitt, miutan Csaba lépett. Mek-
kora annak a valdszindisége, hogy Ldszlo a kovetkezd dobdsdval kitti Csabdt?
(2 pont)

Megoldas. a) A sorrendek szdma:

18!

ST a3 (= 110270160).

b) A lehetséges 27 kiilonboz6 cimletezés a kovetkezd tédblazatban lathato:
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5000 Ft | 1000 Ft | 500 Ft 5000 Ft | 1000 Ft | 500 Ft
3 db 4 db 2db 1db 14 db 2db
3db 3 db 4 db 1db 13 db 4 db
3 db 2 db 6 db 1db 12 db 6 db
3 db 1db 8 db 1db 11 db 8 db
2db 9 db 2db 1db 10 db 10 db
2db 8 db 4 db 1db 9 db 12 db
2db 7 db 6 db 1db 8 db 14 db
2 db 6 db 8 db 1db 7 db 16 db
2db 5db 10 db 1db 6 db 18 db
2db 4 db 12 db 1db 5 db 20 db
2db 3 db 14 db 1db 4 db 22 db
2 db 2 db 16 db 1db 3db 24 db
2db 1db 18 db 1db 2db 26 db

1db 1db 28 db

¢) Ha az els6 tizenot dobds dtlaga 4,2, akkor az elsd tizenst dobds dsszege 63.
Ha Csaba az 1. sorszamt mezo6rdl indul és egyszer sem titotték ki, akkor 40 1épés
utédn Ujra az 1. sorszamu mezon all, tehat 63 1épés utan a 24. sorszdmui mezon all
a figuraja.

d) Egy szabalyos dobdkockéval dobva 6-féle lehetdségiink van a dobésra (6sszes
eset). Laszlo egyféleképpen, egy db 2-es dobdssal tudja kiiitni Csabat (kedvez6 eset).
A keresett valosziniiség %

3. Egy korhéz az O kézéppontjdtol 7 cm-re levd kilsé P pontbol szeldt hizunk.
A szeld korrel vett A és B metszéspontjai P-t4l rendre 4 cm, illetve 8 cm tdvolsdgra
vannak.

a) Milyen hosszi érintdszakasz hizhaté P-bol a kirhoz? (3 pont)
b) Mekkora szégben latszik az OB szakasz a P pontbol? (4 pont)
¢) Szdmitsuk ki az ODE hdromszig teriiletét, ahol D az AB hir felezépontja,
E pedig az érintési pont. (7 pont)

Megoldas. a) A kérhoz htizott érinté- és szelé-
szakaszok tétele alapjan a PFE érintGszakasz hossza:
PE =+/PA-PB, ahonnan PE =+4-8=+/32
(~ 5,66) cm (1. dbra).

b) I megoldds. Az OA szakaszt behtzva,
az ABO haromszog egyenlS szaru lesz, melynek
alaphoz tartoz6 OD magassaga felezi az AB sza-
kaszt (2. dbra). A POD derékszogli haromszogben
1. dbra cosa = =, ahonnan o ~ 31°.

o
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Az OB szakasz a P pontbdl koriilbeliil 31°-o0s szogben latszik.

2. abra 8. dbra

II. megoldds. Mivel a PE érinté merdleges az E érintési pontba hizott OF
sugarra, ezért az OEP derékszogi haromszoghél Pitagorasz tételének segitségével
OFE = OB =+/49 — 32 = /17 (3. dbra). A POB héromszogre alkalmazva a koszi-
nusztételt:

17=494+64—2-7-8-cosa, melybodl cosa= g,

ahonnan «a ~ 31°.
Az OB szakasz a P pontbdl koriilbeliil 31°-o0s szogben latszik.

¢) A POD derékszogli haromszog-

ben sin g = g, ahonnan § =~ 59°, valamint

a Pitagorasz-tétel miatt

OD = /49 — 36 = V13

(4. dbra). Az OBD derékszogli hdrom-
sz0gb0l szintén Pitagorasz tétele miatt

OB =0F =4+ 13=17.

Az OFEP derékszogii haromszogben
VIT

cosy = ~=—, ahonnan 7y ~ 53,9°.

4. abra

Az ODE haromszog teriilete a trigonometrikus teriiletképlet alapjan:

V13- V17 -sin (8 +7)

~ 6,85 cm?.
5 ,39 cm

Topen =

4. Egy {an} szamtani sorozat elsd tagja 3, differencidja 5, egy {b,} szamtani
sorozat elsd tagja 2, differencidja 1.

a) Hatdrozzuk meg, hogy hdny darab hdromjegyd kobszam szerepel az {a,}
sorozat elsé 100 tagja kozditt. (4 pont)
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b) A {b,} sorozat elsd 85 tagja kozil hdnyféleképpen lehet 5 kilonbozd szdmot
kivdlasztani igy, hogy a kivdlasztott szamok mértani sorozatot alkossanak?
(10 pont)

Megoldas. a) Az {a,} szdmtani sorozat 100. tagja aigo =3 + 99 - 5 = 498.
A 100. tagig 3 db haromjegyii kobszam van: 125, 216 és 343, melyek koziil csak
a 343 tagja a sorozatnak.

b) Olyan novekvé ottagi mértani sorozatot keresiink, amelyben minden tag
a [2; 86] intervallumba esd pozitiv egész szam.

A mértani sorozat ismert képletét alkalmazva a,, = a1 -¢" ', aholn = 1,2, 3,4
vagy 5. Mivel a kihizott szamok kiilonbozéek, ezért g > 1.

n—1

Az ap=ay-q egész szam, ezért ¢ raciondlis szam, mely felirhaté pozitiv

egészek hanyadosaként, g = % alakban, ahol k és m relativ primek.

4
Ha ¢ nem egész, akkor m > 2, k> m+ 1, és ha az a; - (%) egész, akkor m*
osztoja ai-nek. Ekkor

86> L k' > k' >3 =81,
m

Az egyetlen ilyen lehetséges eset, ha k = 3, % =1; ekkor m =2, a; = 16, igy
a keresett szamok: 16, 24, 36, 54, 81.

Ha g egész, akkor lehetséges értékei 2 vagy 3, hiszen 4* > 86.

Ha q = 2, akkor a; lehetséges értékeit is figyelembe véve, a kovetkezo 4 sorozat
adodik: 2, 4, 8, 16, 32; 3, 6, 12, 24, 48; 4, 8, 16, 32, 64; 5, 10, 20, 40, 80.

Ha ¢ = 3, akkor nincs a feltételeknek megfelel6 sorozat.

Tehat Osszesen 5 kiilonboz6 kivalasztas lehetséges.

II. rész

5. Adott a nemnegativ valds szdmok halmazdn értelmezett f(r) = 2z — z+\/x
fliggvény.
a) Adjuk meg az aldbbi dllitds logikai értékét (igaz vagy hamis): (8 pont)
Az A(—1;5) és B(4;0) pontokra illeszkedd egyenes éppen
az f fiigguény B pontbeli érintdje.
b) Szamdtsuk ki az f fiigguény grafikonja és az x tengely dltal hatdrolt korldtos
stkidom tertletét. (8 pont)

Megoldas. a) A két pontra illeszkedd egyenes egyenletébe behelyettesitve:
(x4+1)-(0-5)=(y—>5)-(4+1), melybSl az egyenes egyenlete y = —x + 4.
A B-ben hiuizott érinté meredekségét az f derivéltfiggvényének az x = 4 helyen
felvett helyettesitési értéke adja meg:

1
f’(x):272~x§, ahonnan  f/(4) :2724/41: -1

Az érintd egyenlete: y — 0 = (—1) - (x — 4), vagyis y = —z + 4.
Tehat az allitas igaz.
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b) Az f figgvény és az x tengely y
metszéspontjait a 2z —zv/x =0 egyen-
let gyokei adjak. Az egyenletet szorzatta
alakitva: z(2 — \/z ) = 0, melynek gydkei T
0 és 4. 0

Mivel a (0;4) intervallumon

z(2—+x) >0, 2 \\

/

i

ezért itt az f fliggvény grafikonja az = tengely felett helyezkedik el. Tehat a keresett
T teriilet:

4
4
2 5 2 5
T = / 2z — 2/ dm—[m - = x2} —(42—~42>—0—372.
5777, 5
0

6. Az alabbi tabldzatban egy nagydruhdzban dolgozdk havi brutté bérének gya-
korisdga ldthato.

Brutt6 bér (ezer Ft) || 95 | 110 | 120 | 125 | 160 | 200 | 230
Gyakorisag 7 4 2 5 3 2 1

a) Melyik az a bérérték, amelynél a dolgozdk legaldbb fele nem keres kevesebbet,
legaldbb fele pedig nem keres tibbet? (2 pont)

b) Mennyivel vdltozik a havi brutté bérek szdrdsa, ha a dolgozdk egységesen
10%-0s béremelést kapnak? (4 pont)

Az druhdzban szamos furfangos trikkot alkalmaznak a termékek elhelyezésére
azért, hogy a vdsdrlok pontosan azokat az drucikkeket vegyék meg, amelyeken a bolt
a legtobbet keresi. Az egyik ilyen trikk a polcok kilonbozd zondkra osztdsa, melyet
az alabbi tdbldzatban ldthatunk.

Z6nak Vasarlasi valésziniliség | A polcon talalhatd
az adott polcrdl termékek atlagara
Nyujtézkodasi zéna 0,1 1400 F't
Szemmagassagi zéna 0,5 900 Ft
Kézzel elérhet6 zéna 0,3 700 Ft
Lehajlé z6na 0,1 400 F't

¢) Mekkora a vdsdrldsi dsszeg vdrhatd értéke egy dru fenti polcrendszerrdl
torténd vasdrlasa esetén? (2 pont)

A nagydruhdzban az eqyik délutdn megfigyelték, hogy 65% annak a valdszini-
sége, hogy egy véletlenszerien vdlasztott vasdrle né. Ebben az iddszakban a ndéknél
70% az esélye, hogy kdrtydval fizetnek, mig a férfiak csak 40%-ban fizetnek kdrtyd-
val.

d) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a pénztdrndl sorban dllé 8 ember kiziil
pontosan 5 nd? (3 pont)
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e) Mekkora annak a valdszinidsége, hogy egy véletlenszerden vdlasztott vdsdrls
kdrtydval fizet? (5 pont)

Megoldas. a) A keresett bérérték a medidn, ami 120000 Ft.
b) Ha minden dolgozd bérét 10%-kal megemelik, akkor az &tlagkereset is

10%-kal nd, mert

o, Ll + 1l x4+ 4112, L1 (1t ze+ ..+ 2y) _
T = = =117
n n

Az el6bbiek miatt a bérek szérasa is 10%-kal nd, hiszen

n
o=,l—-
ni

1 n
(1,1-2;—1,1-7)° = 5.21,12 Nz —7)% =
=1

i=1

D (@i — @)

i=1

S|

1 - 5
= 7.1’12. i —Z) =11-

c) A vasarlasi 6sszeg varhaté értéke az egyes polcokon levd termékek drdnak
és az onnan torténd vésarlasi valészinliségek szorzatainak Gsszege:

E(x) = 1400 - 0,1 + 900 - 0,5 + 700 - 0,3 + 400 - 0,1 = 840 Ft.

d) Annak a valészinlisége, hogy egy véletlenszerlien vélasztott vdsarlé nd
p = 0,65, annak a valésziniisége, hogy férfi ¢ = 0,35. A binomidlis eloszlas alap-
jan a keresett valdszintiség:

(i) -0,65% - 0,35% ~ 0,2786.

e) I. megoldds (feltételes valdszintség nélkiil). Tekintsiink 200 f6t, akik a vizs-
galt idészakban az druhazban vasaroltak. Ekkor a vasarlok koziil 130 {6 nd, 70 £6
pedig férfi. A nék koziil 91 {6 vasdrolt kartydval, mig a férfiak koziil 28 6. A kar-

) PSR . PR 119 )
tyaval vésarlék szama az Gsszes vasarlo szdmanak 200 = 0,595-ed része.

A kiszédmitott ardny fliggetlen a konkrét darabszédmtol, az csupdn az eloszlastdl
fiigg, igy a keresett val6sziniiség 0,595.

II. megoldds (feltételes valdszindiséggel). Jelolje A azt az eseményt, hogy a ki-
valasztott vasarlé né, B azt, hogy a kivalasztott vésarlé férfi, K pedig azt, hogy
a kivalasztott vasarlo kartyaval fizet.

A feladat szovege alapjén P(A) = 0,65, P(B) = 0,35, P(K | A) = 0,7, illetve
P(K | B)=04.

A feltételes valdszintliség definiciéja alapjan:

P(KA)
P(4)

PK|A) = valamint P(K | B) =
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Annak a valészin{isége, hogy egy véletlenszeriien valasztott vasarlé kartyaval
fizet:

P(K | A)-P(A)+ P(K | B)- P(B) =0,7-0,65+0,4-0,35 = 0,595.

7. Adott az abran ldthatd szabdlyos otszdg.

a) Igazoljuk, hogy az étszégben AB? = AP - AD, ha
P az AD dtl6 és az ABD hdromszog B cstcsabdl induld
belsé szigfelezbjének metszéspontja. (8 pont) E c

b) Hdny kiilonbozd kort hatdroznak meg egy 5 ponti
teljes grdf élei? (8 pont)

(Két kirt azonosnak tekintiink, ha mindkettSben
ugyanazok a csucsok és ugyanazok az élek szerepelnek.)

Megoldas. a) A szabdlyos otszog bels6 szogei D
108°-o0sak, ezért az ABD egyenld szaru haromszog ala- 4A
pon fekvo szogei 72°-osak, szarszoge pedig 36°-os. B ’

Az ABD héaromszog B csicsdabdl indulé belsé szog- '
felez6jét behuzva, a megfelel6 szogek egyenlOsége miatt
az ABP és BDP haromszogek is egyenlo szardak lesz- Vﬁ\ﬁ
nek, amibél kovetkezik, hogy AB = BP = PD.

= “ s int: AL _ AB i
A sziglelezététel szerint: £ = Hp5, valamint

PD = AB és BD = AD, amit behelyettesitve kapjuk, hogy:

AP AB
—_ =2_", ahonnan AB?=AP.AD.
AB AD’
Megjegyzés: A bizonyitand6 &llitds geometriai jelentése, hogy a P pont éppen

az aranymetszés aranyaban osztja két részre az AD &4tlét.

b) Szamoljuk ssze a koroket a benniik szerepld élek szdma alapjan.

1 és 2 hosszu kor nyilvan nincs a grafban, ezek lennének ugyanis a hurokélek
és a tObbszoros élek.

A 3 hosszi korok szama (g) = 10, hiszen barmely harom pont pontosan egy
kort hataroz meg.

A 4 hosszu korok szama (i) -3 = 15, hiszen 4 pontot (i) -féleképpen valaszt-
hatunk ki, és pl. az A-B-C-D; B-C-D-A; C—-D-A-B; D-A-B-C; D-C—B—A stb.
korok megegyeznek, de kiilonboznek az A-B-D-C' és az A-C-B-D és az azokkal
megegyez6 koroktol, vagyis 4 ponthoz 3 kiilénb6z6 kort rendelhetiink hozzé.

5 csucsot b!-féleképpen rendezhetiink sorba. A ciklikus szimmetria miatt egy-
egy kort 5 sorrend is meghatéroz, illetve minden kor két irdnyba is bejarhato: pl.
az A-B-C—D-F kor és az A—-E—-D-C-B kor is megegyezik. Tehdt az 5 hosszt korok

.5l
szdma po = 12.
Tehat a kérdéses korok szama 37.
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8. Egy erdei turistautat dtszeld patak folott az er-
dészet hidat készit, amihez 22 db 15 cm dtmérdyii,
henger alakid faronkot haszndlnak, melyek hossza
1,2 m. A jobb illesztés érdekében a rinkoket a for-
gdstengelytikkel parhuzamosan, 1-1 cm-es mazximdlis
mélységben, teljes hosszukban az abra szerint mind-
két oldalon legyaluljik, és ezeknek az egyenes feliile-
teknek a mentén fogatjik dssze a darabokat. A hid
két végénél lévd két faronkdt csak az eqyik oldalukndl
gyaluljak le.

1 T
S

a) Mennyi faanyagot tartalmaz a hid elkészitett
dllapotdaban? (8 pont)

\

A faronkok legyaluldsa utan azok mindegyikének
teljes feliiletét egyesével lefestik.

b) Mekkora lesz az dsszes lefestett feliilet nagysdga? (8 pont)

Megoldas. a) Szamitsuk ki a 22 farénk térfogatdt, majd vonjuk ki beléle
a gyalulds sordn keletkezé hulladék térfogatéat.

A CFP derékszogli haromszogben

cos% = %, amib6l « =~ 59,85°. Mivel egy
korben a kozépponti szog nagysaga egyenesen

aranyos a hozzatartozé korcikk teriiletével,

ezért
T @ 75 .x (~ 29,38 cm?)
orcikk = 5 ~ 29,00 cm” ),
korcikk 360
valamint
7,5% - sina 9
Terqa = ——— (~ 24,32 cm?),

igy egy korszelet teriilete:
Tisrsaelet = Tioreikk — Tepoa & 5,06 cm®.
A keresett térfogat:
V=22-75%-7-120 — 21 - 2 - Tisrspelet - 120 ~ 0,44 m>.

A hid kb. 0,44 m?3 faanyagot tartalmaz elkészitett allapotéaban.

b) A lefestett feliilet nagysagdnak meghatérozasdhoz szamitsuk ki a 22 faronk
(20 db ,kozépss” és 2 db ,sz8188”) felszinét. A CFP derékszogli hdromszogben
egyrészt PF = +/PC? — FC? ~ 3,74 cm, amib8l PQ ~ 7,48 cm; mésrészt cos% =

6,5 U
=75 amibdl a =~ 59,85°.
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Mivel egy korben az adott kozépponti szoghtz tartozd iv hossza egyenesen
aranyos a kor keriiletével, ezért
a-2-75-m

.a =0 (= 7783 3 T orci =
! 3600 cm) koreik

fo s 15 (~ 29,38 cm?),

7,52 - sin o

~ 2
5 (~ 24,32 cm?),

Tepon =

igy Tki)’rszelet = Tkt’)rcikk - TCPQA ~ 5706 sz.
Egy ,kozépsd” faronk felszine:

Tatap (kénepss) = 2 (7,57 - 7 — 2+ Thrszeler) (= 333,19 cm?),
Tratast (konépss) = (21,57 —2+iq +2- PQ) - 120 ( ~ 5570,87 cm?),
Axszepss = Tatap (kisépss) T Tpatast (konépss) (= 5904, 06 cm?).
Egy ,,s2€1s6” faronk felszine:
Tatap (seeiss) = 2 (757 7 — Ticorsselet) (& 343,31 em?),
Tpatast (saciss) = (2+ 7,5 -7 — iq + PQ) - 120 (=~ 5612,87 cm?),
Agsciss = Tatap (ssé1s6) + Tpatast (szc1ss) (& 5956 cm?).
A lefestendé Osszes feliilet nagysaga:
A =20 Agspépss + 2 - Agatss ~ 13 m>.

A lefestett feliilet nagységa kb. 13 m?2.

9. Tekintsik az

" {<n+ 1>ﬁ1+ nm}

sorozatot, ahol n € NT.

a) Igazoljuk, hogy az {a,} sorozat elsé n tagjdnak dsszege Sy, =1 — —Vanll .
(9 pont)
b) Hatdrozzuk meg a lim (1 — Van) hatdrértéket, majd adjuk meg, hogy a so-
n—oo
rozat tagjai hdnyadik tagtol kezdve esnek a hatdrérték ¢ = 0,01 sugard kérnyezetébe.
(7 pont)

Megoldas. a) I. megoldds (teljes indukcidval).

1. 1épés: nézziik meg, hogy az allitas n = 1-re igaz-e:

1 1 2—\@_2—\/5_1

T21v2 2442 2-2 2

tehat az allitas n = 1-re igaz.

2
ai _§:S17
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2. 1épés: Tegyiik fel, hogy az allitds n = k-ra igaz, azaz az elsé k tag Osszege

o VE+1
Sk =1~ k+1

3. 1épés: Nézziik meg, hogy n = k-r6l n = (k + 1)-re ,,6roklédik™e az allitds.
Bizonyitando, hogy:

. Ez lesz az indukcios feltevés.

1 1 1
(2ﬁ+1\/§ TN A k+1)\/E+k:\/k+1)+
1 _ . VE+2

+(k+2)\/k+1+(k+1)\/m_ k+2°

Vk +1 , ekkor

A zardjelben szerepl6 Osszeg az indukcios feltevés miatt S = 1 —

vk+1 1 B
k+1  (k+2vVE+1+(E+D)VE+2

:1_m+ (k+2)VE+1—(k+1)VE+2 _

k+1 0 (k4+2°(k4+1)— (k+1)%(k+2)

VEFT | (k+2VE+T1— (k+ )VE+2 _

1—

k+1 (k+1)(k +2)
oy E2DVEHT - (ht DVEk+2— (k+2vVE+1
B (k+1)(k+2) N
i (k+DVE+2 _ . VE+2
T kD) (k+2) k+2°

Ezt szerettiik volna belatni.

II. megoldds. Tekintsiik az {a, } sorozat tetszbleges tagjét:

1
(k+1)VE+kvVE+1
A tort nevezgjét gyoktelenitve:
1 (k+1)VEk—kvE+1

k+OVE+kvE+T (k+O)VE—kvE+1
_ B DVE—RVEFT R+ DVE—RVEFT VB VR

(k+1)2%k —k2(k+1) k(k+1) ok k1
Az elébbiek ismeretében a sorozat els§ m tagjanak Osszege a kovetkezéképpen
irhato:
+1
g —VI_v2 £f£+ L Vh_Vetl
1 2 2 n n+1
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A teleszképikus Osszeg kozbiilsé tagjai , kiesnek”, igy S, =1 — —ﬁ Ezt szerettiik
volna beldtni.

b) A tort szdmldlgjdban és nevezdjében minden tagot n-nel elosztva kapjuk,
hogy:

lim
n— oo

T 1
Vn+1 Vit nz
(1_n—|—)_hm 1_Vn ' n? :1_%:1,

n—+1 n—00 1_|_l
n

A hatérérték definicidja alapjan:

1 n+1 1 < . vn+1 < 1
— — —, vagyis —
n+1 1000 BT | T 100
Mivel n pozitiv egész, ezért nTil < ﬁ, melyet rendezve 0 < n? — 9998n — 9999.

Az egyenl6tlenség pozitiv zérushelye 9999, igy az ennél nagyobb természetes szamok
megfelelnek kiiszobértéknek.

Varga Péter
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 4841. Az O kézépponti k kor az e egyenest az A és B pontokban, az OB
szakaszfelezd merdlegesét pedig a C' és D pontokban metszi. Mutassuk meg, hogy
a COA< szigfelezdje és az e egyenes 60 fokos szdget zdrnak be.

(3 pont)

Megoldas. Az OC B haromszog szabalyos,
ugyanis OC = OB sugarak, tovabbda OC = CB
is teljesiil, mert C' az OB szakaszfelezd merole-
gesének egy pontja. Tehat BOC< = 60°.

Az AOB héromszog egyenld szart, mert
AO és OB a kor sugara. Legyen OAB< =
= 0OBA< = qa.

A COA<« szogfelezbje a szoget két egyenld
B szogre bontja.

Most hasznéljuk fel, hogy az AOB hérom-
szogben a bels6 szogek Gsszege 180°:

OAB< + OBA< + AOB< = 2a + 28 + 60° = 180°.
Ebbdl azonnal adédik, hogy a4+ 8 = 60°.
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