az M valamelyik a;bm,41 — bjam11 tényezdjének (1 < i < m). Vegyiik észre, hogy
ekkor a homogenitas miatt

b?eggg(am+1a bm+1) = g(biam+1a biberl) = g(aiberh bibm+1) =

= boe®dg(ai, by) = byesd (mod p),

s gy p | g(@ms1,bmr1)-bOl p | byt1 kovetkezik. Hasonléan kapjuk, hogy p | 1.
Ez viszont ellentmond annak, hogy a,,+1 és by,+1 relativ prim.

Ha M # 0, akkor a relativ primség miatt g(am+1,bm+1)‘p(|MD =1 (mod M)
az Euler—Fermat-tétel szerint, igy pl. K = mgo(|M |) valasztdssal alkalmas C' € Z-re
f(@m+1,bms1) = 1 biztosithaté. Ha pedig M = 0, akkor a 0-hoz vald relativ primség
miatt g(ami1,bm11) = £1, s gy K = 2 és C = 0 megfelel.

Teh&t minden esetben biztositottuk, hogy f(am+1,bm+1) =1 is teljesiiljon.
Tehat az indukcids 1épést befejeztiik, az indukcié teljes.

Megjegyzés. A feladat &ltalanositdsa volt a 2017. szeptemberi szdmban megjelent
A. 703. feladat. Egy tovdbbi megoldasi médszer olvashaté a
https://www.komal.hu/verseny/feladat.cgi?a=feladat&f=A703&1=hu

cimen.

Bizonyitsunk sokféleképpen! —
Egy érettségi feladat tovabbgondolasa

(a 2017. m&jusi emelt szintli matematika
érettségi feladatsor 8.b feladata) 4

A 2017. méjusi emelt szintl érettségi fel-
adatsor egyik feladata a kovetkezé volt:

8. b) Az egységnyi oldali ABC szabdlyos
hiromszog minden csicsanal behtuztunk egy-
egy szogharmadolé egyenest, igy az 1. dbrdn
lathaté PQR szabalyos haromszoget kaptuk.

Szamitsa ki a PQ R haromszog oldalanak
hosszét!

A hivatalos javitasi-értékelési utmutaté
harom kiilonb6z6 megoldast kozolt a feladatra,
ezek megtekinthetok pl. a

1. dbra

https://www.oktatas.hu/bin/content/dload/erettsegi/
feladatok_2017tavasz_emelt/e_mat_17maj_ut.pdf

cimen.
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M1. Az els6 megoldas az AB(Q) harom-
szogben felirt két szinusztétel segitségével ha-
tarozza meg a PQ oldal hosszét (2. dbra).

M2. A méasodik megoldasban egy szi-
nusztétel és teriiletszamitas segitségével ériink
célt. Tapc —Tapg = Trqr; és a szabélyos ha-
romszog teriiletébdl az oldalanak hossza mar
szamithato.

M3. A harmadik megoldasban szi-
nusztételek tobbszori alkalmazasaval meghata-
rozzuk a C' D, majd a d, ¢ és b szakaszhosszakat,
ebbdl a szabalyos haromszog a oldalhossza mar
szamithato.

A javitasi atmutatoban a megolddsok végén a kovetkez6 megjegyzés szerepel:
»,Addiciés tételek felhasznalasaval bizonyithatd, hogy a = d = 2 - sin 10°.”

Jelen cikkben egyrészt elvégezziik ezt az addicids tételek segitségével torténd
bizonyitast, masrészt tovabbi elemi geometriai bizonyitasokat mutatunk a szabalyos
haromszog oldalat meghatarozé a = d egyenléségre.

Megjegyzés. Az a = d =2 -sin10° egyenl8ség igazoldsa addicids tételek segitségé-
vel.

A bizonyitdsban felhasznaljuk M3. részeredményeit:

sin20° sin60°  sin20° sin? 20°

Tsin100° YT 5in100°  sin60°  sin60° sin 100°°
valamint alkalmazzuk a sin 100° = sin 80° helyettesitést:

sin 20° 2sin 10° cos 10°
d = = = 25in 10°.
sin 80° cos 10° St

_ sin®60° — sin® 20° — sin20° sin 80°
sin 60° sin 80° B

(sin60° 4 sin 20°)(sin 60° — sin 20°) — sin 20° sin 80°

sin 60° sin 80°

25in 40° cos 20° - 25in 20° cos 40° — sin 20° sin 80°
sin 60° sin 80° N

sin 80° sin 40° — sin20°sin80°  sin40° —sin20°  2sin10° cos 30°
sin 60° sin 80° a sin 60° o sin 60° o

= 2sin 10°.

Ezzel igazoltuk az a = d = 2 - sin 10° egyenléséget.
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M4. A CER és CDA haromszogek hasonléak (szogeik 20°, 60°, 100°), igy
% = %l, azaz b= cd. A CD egyenes a C koézépponti egység sugartu kort M-ben met-
szi, AC=CM =1. AMD< =80°, igy
az M AD héromszog egyenld szaru, és
AM =d. Az MAD és ACM hérom-

szogek hasonléak (szogeik megegyeznek,
3. dbra), ebbél 22 = 4 azaz MD = d?.
Az AP egyenes szogfelez6je M AC<t-nek,
igy az MAC héromszogben felirhaté
a szogfelezé-tétel:

2+b _d
at+c 1

Innen d? + b = da + de, amibél a fent ka-
pott b = cd miatt d*> = da, azaz d = a ko-
vetkezik.

Megjegyzés. A b = cd osszefiiggés az AM P haromszogben felirt szogfelez-tételbdl is
megkaphatd, ha felhasznédljuk az M AD és ACM héaromszogek hasonldsagét:
DP b DM MA d

PA ¢ MA AC 1

A kovetkez6 bizonyitas elott segédlépésként vegyiik fel az egység sugaru korbe
irt szabdalyos 18-sz0g oldalait. Az el6z6 megoldds alapjan AM = MN = NB =d
(4. abra). A szabélyos sokszog szimmetriatulajdonsdgabdl kovetkezik, hogy AB
atléja és M N oldala parhuzamos.

MS5. Felmérjitkk PA-ra A-n til AL = d-t, és azt fogjuk igazolni, hogy PL = PC.

LAM egyenlé szaru haromszog, ALM<( = 20°, ezért LM és AB pérhuza-
mosak, és az L, M, N pontok egy egyenesbe esnek. LN BA egyenl6 szari tra-
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péz (LA = NB) és nem hurtrapéz, ezért LN BA paralelogramma, és igy LN = 1.
Az LNC haromszog egyenld szaru,

1 (o) _ (e}
NCL«=NLC« = M = 50°.

Tovabba PCL< = PLC< (= 30°), igy PL = PC, azaz c+d = a + ¢, tehdt a = d.

M6. Ismét sziikségiink van a szabé-
lyos 18-sz6g oldalainak felvételére (M, N
pontok). Felmérjiikk RP-re P-n til PK =
= c-t, és azt fogjuk igazolni, hogy RK =
= KB (5. dbra).

APK 60°-o0s szarszogl egyenld szara
haromszog, ezért AK = c és AK pérhuza-
mos E B-vel. fgy

KAM< = 60° —40° = 20°.

Az A és N tikros helyzeti a KC
egyenesre, ezért KN = ¢, KNM< = 20°,
és igy K, N, B egy egyenesre esik.
KRB szabdlyos héaromszog (pl. KR =
= RB és bezirt szogiik 60°), igy KR =
= KB, a+c=c+d, tehat a = d.

Megjegyzés. Ha mar megkaptuk, hogy K, N, B egy egyenesre esik, akkor a megoldas
befejezésére tobb lehetdség is kinalkozik. Példaul a K RB haromszog szabalyossaga abbol
is kovetkezik, hogy szogei 60°-osak; vagy azt is megmutathatjuk, hogy AK BQ paralelog-
ramma.

MT7. Felvessziik a szabdalyos 18-sz6g
oldalait és az el6z6 megoldasbeli K pon-
tot. Jelolje AB és C'N metszéspontjat G
(6. dbra). Az MNBG négyszog rom-
busz, mivel M N és BG oldalai parhu-
zamosak és egyenlok, és veliikk azonos
hosszusdgi az NB oldal is. igy NB =
= MG =d, valamint NB, MG és AF
parhuzamosak (FAB< = ABN< = 20°
valtoszogek.)

Azt fogjuk igazolni, hogy QGM P
paralelogramma.

A QG szakasz hossza legyen z. Fel-
mérjiikk AQ-ra @Q-n til QJ = c-t, igy

6. dbra a QQBJ szabalyos haromszoget kapjuk
(QJ = QB és a kozbezart szogiik 60°). A GBQ és FBJ héromszogek egybevagok,
mert ¢ és d oldalaik 40°-0s szdget zarnak be, igy F'J = ¢ — b= z. Mivel az AKM
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és APD héromszogek egybevigok (megegyezik d és c oldaluk és a kozbezart szo-
giik 20°), {gy KM = b, azaz MP = ¢ — b = z szintén. A QGM P négyszog egyenld
szard trapéz (PQ és MG parhuzamosak, M P = GQ) és nem hurtrapéz, ezért pa-
ralelogramma. Igy PQ = MG, azaz a = d.

Megjegyzések. 1. A megoldds sordn més utakat is kovethetiink, bar ezek elvileg
nem nagyon kiilonboznek. Példaul a QGM P négyszogrdl szogeinek kiszdmitdsaval is
igazolhatjuk, hogy paralelogramma. Egy madsik lehet6ség: a C koriili +60°-0s forgatds
a CAP héromszoget a C'BJ haromszogbe viszi, ezért CPJ szabélyos haromszog. PJ =
= JC = a+ c, és ekkor raismerhetiink az AK BQ és PK BJ paralelogrammakra: az AQ =
=a+c¢, KB =c+d, PJ = a+ c szakaszok parhuzamosak és egyenl6 hosszuak.

2. A QJ B hiromszog konstrukciéjabdl és a GBQ és F'BJ haromszogek egybevagd-
sagabodl kovetkezik, hogy

GQRB< = FJB< =180° — FBJ< — BFJ< = 60°.

A QJ B haromszog konstrukciéja nélkiil is igazolhatjuk a fenti 2. megjegyzésbél
adodéd segédallitast: az AQB haromszogben QG szogfelezd.

Bizonyitas: Q-bdl parhuzamost hizunk CD-vel, ez AB-t G’-ben metszi, és
QG’ szoglelezdje az AQB szognek. (Azt kell megmutatnunk, hogy G és G’ egybe-
esik.) Jelolje a szakaszok hosszét QG' = 2z, G'D = y, G'B = t. Az AG'Q haromszog-
ben ¥ =% (pdrhuzamos szeldk tétele), a BDR héromszdgben hasonléan ¥ = .
A két egyenletbdl kovetkezik, hogy t = d; azaz G’ egybeesik a G szogharmadold

talpponttal.

MS8. A szabdlyos 18-szog oldalai és G felvétele utan ismét azt igazoljuk, hogy
QGM P paralelogramma.

A fenti segédéllitas miatt (az AQB hiromszoghen QG szogfelezb) QG és PM
parhuzamosak, M7.-bél ismert MG és PQ parhuzamossiga. QGM P paralelog-
ramma, igy PQ = MG, azaz a = d.

M9. Forgassuk el a C pont koriil po-
zitiv irdnyban 20°-kal az AC'D haromszo-
get, igy az M C'G haromszoget kapjuk, ahol
MG = AD =d (7. dbra).

A forgatés szoge és irdnya miatt MG és
AF péarhuzamosak. A BFQG négyszog hur-
négyszog, mert az F B szakasz @Q-bdl és G-
bél is 60°-os szogben latszik (Q és G ugyan-
abban a félsikban vannak F B-hez képest).
Tehdt QGF< = QBF< = 20° (keriileti sz6-
gek tétele), vagyis QGB< = 80°. Emiatt
PM parhuzamos QG-vel, igy a PMGQ
négyszognek két parhuzamos oldalparja van,
vagyis paralelogramma. Tehiat MG = PQ,
vagyis a = d.
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Megjegyzés. Persze ismét kovethetiink més utakat is. Példdul ha mar tudjuk, hogy
a GBFQ hurnégyszog, akkor ebben az F'B = d hiirhoz 60°-os keriileti sz6g tartozik, igy
ugyanekkora keriileti szog tartozik a GB = d hurhoz is. Ezért BQG< = 60°, és PQG< =
= 60° szintén. Innen pedig mér kovetkezik, hogy PMGQ paralelogramma.

A matematika tételkészit6 bizottsag

% Gyakorlé feladatsor
emelt szintii matematika érettségire

I. rész

1. a) Oldjuk meg a val6s szdmok halmazédn az aldbbi egyenletet:
lgx — (1 —1g2 m) =—1.

b) Igazoljuk, hogy a kovetkezd egyenletnek nincs valés megoldésa:
|sin2:cfcosx| = —22. (11 pont)

2. Adott a derékszogli koordindta-rendszerben hdrom pont: A(4;7), B(—6; —4),
C(2;-3).

a) Szémitsuk ki az ABCD paralelogramma AC és BD &tléegyenesének haj-
l4ssz6gét.

b) Igazoljuk, hogy az ABCD paralelogramma teriiletének mérészéma egész
szam. (12 pont)

3. Egy pékségben az 6t legnépszeriibb péksiitemény az eladédsi adatok alapjan
sorrendben: I. s6s négyes, II. rozsos zsémle, I11. sajtos rud, I'V. ériés kifli, V. kenyér-
langos. Az ezekbdl eladott mennyiség atlaga és medidnja is tegnap 122 db volt, az 6t
darabszdam egyetlen médusza pedig 114. Az egyik termékbél dtlagos mennyiséget
adtak el, az 6t adat terjedelme pedig 22.

a) Adjuk meg az egyes péksiitemények relativ gyakorisdgdt hdrom tizedesjegy
pontossaggal.

b) Mekkora a darabszdmok szérdsa?

¢) Ma nyitds utdn az els6 hat vésdrld mindegyike vésdrolt a fenti péksiitemé-
nyek koziil egyet. Hanyféleképpen tehették ezt meg, ha a vasarlasuk utdn mindegyik
termékbdl fogyott legalabb egy darab? (14 pont)

4. Két téglalap alaku grafikarél tudjuk, hogy mindkettének 65 cm az atldja.
Az egyik oldalainak ardnya 3 : 4, a mésiknak pedig 5 : 12.
a) Melyiknek nagyobb és mennyivel a teriilete?

b) Az els6t gy szeretnék keretezni, hogy a képet koriilvevd szegély teriilete
pontosan a kép teriiletével legyen egyenlo, és a szegély mind a négy oldalon ugyan-
olyan széles legyen. Mekkora az igy kapott, keretezend6 kép keriilete?
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