Megoldasvazlatok a 2017/6. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. a) Egy gyorsvonat két vdros kozotti dtjdt a menetrend szerint 80 km/h dtlagsebes-
séggel szokta megtenni. A vonat azonban egyik nap — pdlyafelijitasi munkdk miatt — az dtja
elsé egyharmaddn csak 40 km/h dtlagsebességet ért el. Az it mdsodik kétharmad részét
a menetrend szerint eléirt 80 km/h dtlagsebességgel tette meg. Az it befejezd egyharmad
részén — hogy csokkentse a késést — gyorsitott, igy ezt a szakaszt 100 km/h dtlagsebesség-
gel tette meg. A célallomdsra igy is 12 perc késéssel érkezett. Hany km a tdvolsdg a két
vdros kozott?

b) Egy vasiti jegy drdt elbszor p szdzalékkal felemelték, majd késdbb 2p szdzalékkal
csokkentették. fgy a jegy eredeti drahoz képest végil 19,5 szazalékkal olcsobb lett. Hatdroz-
zuk meg p értékét. (13 pont)

Megoldas. a) A két véros kozti tavolsdgot jeldlje s. Az adatok alapjan a kovetkezd
egyenlet irhaté fel (a tdvolsdgokat km-ben, az idét 6rdban, a sebességet km /h-ban mérjiik):
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1200-zal beszorozva az egyenletet:
15s 4+ 240 = 10s + 5s + 4s,

ahonnan s = 60, a két varos tavolsaga tehat 60 km.

Ellendrzés: A vonat a menetrend szerinti 80 km/h 4tlagsebességgel 45 perc alatt
teszi meg a két varos kozti utat. Ezen az tGton az elsé 20 km-t (40 km/h dtlagsebességgel)
30 perc, a mésodik 20 km-t (80 km/h atlagsebességgel) 15 perc, az utolsé 20 km-t pedig
(100 km/h 4tlagsebességgel) 12 perc alatt tette meg, {gy Ssszesen valéban 12 perc késéssel
(57 perc alatt) ért a céldllomasra.

b) Az adatok alapjan felirhat6 egyenlet a jegy dranak valtozdsédra:

(1 + %) (1 - %) — 0,805.

10 000-rel beszorozva és rendezve:
0 = 2p° + 100p — 1950.

Ennek a médsodfoki egyenletnek a gyokei p1 = 15 és pa = —65. A negativ gyok nem ad
megoldast, tehat p = 15.

Ellenérzés: Egy 15 szazalékos emelés utdn egy 30 szazalékos csokkentés 1,15 - 0,7 =
= 0,805-szeresére valtoztatja az eredeti arat, ami valéban 19,5 szdzalékos csokkenésnek
felel meg.

2. a) Hatdrozzuk meg az (x+1)°(2+ cx)* kifejezésben c értékét, ha a miveletek
elvégzésével nyert polinomban az elséfoku tag egyiitthatdja —64.

b) Hatdrozzuk meg az A, B és C kijelentések lehetséges logikai értékeit, ha tudjuk,
hogy az (AN B) — (=B V C) dllitds logikai értéke hamis. (13 pont)
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Megoldas. a) (z + 1)2 = 22 + 2z + 1. Elséfoki tagot kapunk, ha az innen kapott
2z-et szorozzuk a (2 + cx)* hatvény konstans tagjéval, vagy az innen kapott 1-et szorozzuk
a hatvéany els6foku tagjaval.

A binomialis tétel szerint (a + b)* = a* + 4a®b + 6a%b* + 4ab® + b*, tehat
2+cx)' =16+4-8-cx+6-4-2a” + ... .

Ezért a szorzatban az els6foku tag egyiitthatdja 2-16 + 1 -32¢ = 32+ 32¢ = —64, ahonnan
c=—-3.

b) A kovetkeztetés akkor és csak akkor hamis, ha az elézmény igaz és a kivetkezmény
hamis. Tehét (A A B) = i-nek és (—B V C) = h-nak kell egyszerre teljesiilnie.

Ha (A A B) =1, akkor az A és B kijelentések logikai értéke is igaz. Ha B = i, akkor
-B =h. (-BV C) = h akkor teljesiil, ha =B és C logikai értéke is hamis. Mar lattuk,
hogy =B = h, ezért kell, hogy C = h is teljesiiljon.

A feladatban szerepld kovetkeztetés logikai értéke tehdt egyetlen esetben lesz hamis:
A=i, B=1i,C=h.

3. a) Hdrom teljes grdf kizil az elsének 5-tel kevesebb, a mdsodiknak 6-tal tobb pontja
van, mint a harmadiknak. A két kisebb pontszami grdfnak egyiitt dsszesen annyi éle van,
mint a legnagyobb pontszdminak. Hatdrozzuk meg a hdrom teljes grdf pontjainak szamdt.

b) Egy grdfban cseresznyének nevezziik a két egymdshoz csatlakozd élbdl dll6 rész-
grafot. Igazoljuk, hogy egy hétponti teljes grafban a cseresznyék szama megegyezik a négy-
ponti kirok szdmdval. (13 pont)

Megoldas. a) A legkisebb pontszadmu graf pontjainak szdmdat k-val jeldlve a megol-
dandé egyenlet:

Bk =1) | (k+5)(k+4) _ (k+10)(k+10)

2 2 2 ’
(k* — k) + (k* + 9k + 20) = k* + 21k + 110,
k* — 13k — 90 = 0,

k =18 vagy k = —5. Ez utébbi nem megoldésa a feladatnak.

A hérom teljes grafnak 18, 23, illetve 29 pontja van.

Ellendrzés: Kig-nak 153, Kas-nak 253, Kag9-nek 406 éle van, és valéban 153 + 253 =
= 406.

b) I. megoldas. Egy cseresznye hdrom pontjét (g) = 35-féleképpen valaszthatjuk ki.
A harom pont koziil 3-féleképpen vélaszthatd ki a cseresznye csiicsa. A hétpontu teljes
grafban a cseresznyék szama tehat 35 - 3 = 105.

Egy négypontu kor pontjait (7) = 35-féleképpen valaszthatjuk ki. Négy adott pont
esetén 3-féleképpen valaszthatjuk ki azt, hogy koziilitk melyik 2-2 pont legyen a kérben
»szemben”. A négyponti korok szama tehat 35 -3 = 105.

Kr-ben tehéat valoban megegyezik a cseresznyék és a négypontd korck szama.

1I. megoldds. Kolcsondsen egyértelmii hozzarendelést adunk a hétpontu teljes gratban
talalhaté cseresznyék és a négyponti korok kozott.

Szamozzuk meg a graf csicsait 1-t6l 7-ig. Egy tetsz6legesen kivalasztott négyponti
kor pontjai legyenek 1 < a < b < ¢ < d <7, a kdérben nem szereplé pontok pedig 1 < e <
< f < g < 7. Harom olyan négyponti kor van, mely az a, b, ¢, d pontokat tartalmazza
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(abeda, abdcea és acbda), és hdrom cseresznye, mely az e, f, g pontokat tartalmazza (efg,
egf és gef). Ezt a 3-3 kort és cseresznyét rendre feleltessiik meg egymésnak.

Ezzel minden négyponti korhéz pontosan egy cseresznyét, és minden cseresznyéhez
pontosan egy kort rendeltiink, tehat a négypontu korok és a cseresznyék szama valdéban
egyenld.

4. Egy nyolc valés szdmbdl dllé adatsor ot eleme ismert: 5; 5,5; 10; 12,5 és 15,5.
A maradék hdrom elem elveszett, de tudjuk, hogy legaldbb az eqyik egész szdm, és a hdrom
elem koziil kettd egyforma wvolt. Azt is tudjuk, hogy a teljes adatsor dtlaga 10,5, szérdsa
pedig 3,5 volt. Hatdrozzuk meg a hidnyzo hdrom elem értékét. (12 pont)

Megoldas. Legyen a hidnyz6 elemek értéke a, a és b. Ekkor az &tlag alapjan

5+5’5+10+12é5+15’5+2“+b = 10,5, ahonnan 2a + b = 35,5. A széréds alapjan

\/(5—10,5)2+(5,5—10,5)2+(10—10,5)2+(12,5—10,5)2+(15,5—10,5)2+2(a—10,5)2+(b—10,5)2 B
3 -

3,5
8 P

_ \/84,5 +2(a —10,5)> + (b —10,5)°
ahonnan 2(a — 10,5)> + (b — 10,5)® = 13,5. ahonnan 2(a — 10,5)* 4 (b — 10,5)* = 13,5.
Az elsd egyenletb8l b = (35,5 — 2a)-t ebbe behelyettesitve:

2(a — 10,5)° + (25 — 2a)® = 13,5.

Rendezve:
6a’® — 142a + 832 = 0.

Ennek megoldésai: a1 = 13 és a2 = %, melyekhez tartozé b értékek rendre by = 9,5 és
by =52

A maésodik esetben nem kapunk megoldast, mert a harom hidnyzé érték egyike sem
egész szam, tehdt a hidnyzé harom adat 13, 13 és 9,5.

FEllendrzés: a nyolc szambol all6 adatsor atlaga valéban 10,5, szérasa pedig vald-
ban 3,5.

II. rész

5. a) Egy hdromszég egyik oldala 7 cm hosszu, az egyik ezen fekvd szdg 18 fokos,
az oldallal szemkozti szog pedig 108 fokos. Hatdrozzuk meg a hdromszog teriletét és a hd-
romszogbe irhato kor sugardt.

b) Egy vizszintes terepen dllé torony talppontjdt megkdzeliteni nem tudjuk. A torony
magassdgdra drnyékdnak hosszdbdl szeretnénk kévetkeztetni, de a torony megkozelithetet-
lensége miatt az drnyék pontos hosszdat sem tudjuk megmérni.

Ezért megjeléljik a torony drnyékdnak végpontjdt akkor, amikor a Nap sugarai 75°-0s
szogben érik a talajt. Néhdny drdval késébb, amikor a Nap sugarai mdr csak 60°-0s szogben
érik a talajt, a torony drnyékdt ennél 8 méterrel hosszabbnak taldljuk.

Milyen magas a torony? (16 pont)
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Megoldas. a) Jeldlje a hdromszog 18 fokos szoggel szemkozti oldaldt a, az 54 fokos
szoggel szemkozti oldalat pedig b. A hiromszog ismeretlen oldalainak hosszat szinuszté-
tellel hatarozzuk meg:

sin 18°

= Sn108° ahonnan a ~ 2,27 cm,
sin

a
7
g _ sin5d ahonnan b~ 5,95 cm.

~ sin108°’

A hédromszog teriilete:
7 - a-sin 54°
T = % ~ 6,44 cm?
(a két tizedesjegyre kerekitett értékével szdmolva 6,43 cm?).

~
~

A beirhaté kor r sugara a T' = rs képlet segitségével hatarozhaté meg, ahol s = %

~ 7,61 cm. Innen r = % ~ 0,85 cm.
b) Jelolje a torony magassigit h, drnyékdnak hosszdt
az els6 mérés alkalmaval x.

o h 7 o]
tg75° = = tg60° = ——
& z T+ 8

h h=1tg75° -z =tg60° - (z + 8).

Ebbdl (kihasznalva, hogy tg 75° = 2+ v/3),

8- tg 60° .
=——=——(=4v3) = 6,9 mét
T 12 75° — tg 60° (=4v3) ~ 6,9 méter,
75° 60°
e 8 m majd h = tg75° - x( = 12+ 8v/3) ~ 25,9 méter.
Mdsképp:
o h
r=———, majdezzel tgb60" = —————.
tg 75° _h
8 tg 75° +8
Ebbdl g 60
- tg 60° .
h = W( =12 + 8\/§) ~ 2579 méter.
T tg75°

6. Ot osztdlytdrs: Anna, Baldzs, Cili, Dénes és Elemér négynapos kizis nyaraldsra
mennek. Mind a négy napon sorsoldssal vdlasztjik ki maguk kozil azt az egy embert, akinek
aznap reggel be kell vdsdrolnia (egy-egy emberre akdr tébbszér is sor kertilhet).

a) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy mind a négy napon mds-mds ember megy
bevdsdrolni?

b) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy mind a négy napon ugyanannak az embernek
kell bevdsdrolnia?

¢) Mekkora annak a valdszindsége, hogy Anndt a négy nap alatt legaldbb kétszer
kisorsoljak?

d) Mekkora annak a valdszinisége, hogy a nyaralds sordn két ember intézi mind
a négy bevdsdrldst (mindkettdre legaldbb egyszer sor keriil)? (16 pont)
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Megoldas. a) A kérdezett valésziniiséget a kedvezb esetek és az dsszes eset szdmdanak
hényadosaként kapjuk:
5-4.3.2

s = 0,192

p

4

b) Annak a valdsziniisége, hogy pl. Annét sorsoljdk ki mind a négy napon, (%) .

Mivel barmelyik osztalytdrs esetén ugyanennyi ez a valészintliség, és ezek egymast kizard
események, ezért

1" 1

Madsképp: Az elsé nap barkit kisorsolhatnak. Annak a valésziniisége, hogy a hatralevd
harom napon is ugyanezt az embert fogjdk kisorsolni:

I

¢) Binomidlis eloszldst hasznalunk.

P(legaldbb 2-szer kisorsoljdk Anndt) =

= 1— P(0-szor) — P(L-szer) = 1 — (‘51)4 - (‘D (é) (;‘)3 _

113
=1-0,4096 — 0,4096 = 0,1808 ( = — | .
) ) ) ( 625)

d) Elbszor kiszamitjuk annak a valésziniiségét, hogy mind a négy bevéasarldsra Annét
és Baldzst sorsoljak ki. A négy bevésarlds koziil Anna intézhet egyet, kettét vagy harmat,
a tobbit pedig Baldazs.

3/ \5 625

4
ranom = (3) (1] = i - oamo

P(A és B vasarol minden nap) = % = 0,0224.

Mivel hatféleképpen vélaszthatd ki az a két ember, aki mind a négy bevéasérlast intézi,
azért a kérdezett valdsziniiség az el6bbi érték hatszorosa:
84

P(ketten vésdrolnak minden nap) = 6% = 0,1344.

P(34,1B) = P(14,3B) — <4> (1>4 — 4 00064,

Tehat

7. a) Hatdrozzuk meg az an = dn—
korldtjdt.

sorozat legnagyobb alsé és legkisebb felsé

b) Egy szdmtani sorozat elsé 11 tagjdnak dsszege 660. A sorozat elsd tagja, hatodik
tagja, és elsé nyolc tagjdnak dsszege (ebben a sorrendben) egy mértani sorozat hdrom
egymast kovetd tagjdat adja. Hatdrozzuk meg a szdmtani sorozat elsd tagjdt és differencidjdt.

(16 pont)
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4n—1
n
és 0-hoz tart, ezért az a, =4 — o

Megoldas. a) a, = =4 — % Mivel az % sorozat szigoriian monoton csokken
1

sorozat szigordan monoton né és 4-hez tart, tehdt

— =

legkisebb felsé korlatja a 4, legnagyobb alsé korlatja pedig az els6 tagja: a1 =4 — 7 = 3.

b) Az elsd 11 tag Osszege: (2al++0dm = 660, innen
(1) 2a1 + 10d = 120,
azaz a1 = 60 — 5d.
A mértani sorozatbdl:
(2a1+7d)'8
a1 +5d T o5
ai o a1 + 5d ’

ai + 10a1d + 25d” = 8ai + 28a1d,
0 = 7ai + 18a1d — 25d°.
(*) Az ay-re kapott Osszefiiggést ide beirva:

0 = 7(60 — 5d)* + 18(60 — 5d)d — 25d° =
= (25200 — 4200d + 175d°) + (1080d — 90d*) — 25d* =

= 60d” — 3120d + 25200 = 60(d” — 52d + 420).

Innen d = 10 vagy 42.

Ellendrzés: Az els6 esetben a1 = 10, ag = 60 és Sz = 360 valéban egy mértani sorozat
(¢ = 6) hérom szomszédos tagja, tovabba S11 = 660.

A midsodik esetben a; = —150, ag = 60 és Ss = —24 szintén valéban egy mértani
sorozat (¢ = —0,4) hdrom szomszédos tagja, tovabbd S11 = 660.

II. megoldds a (x)-gal jelolt résztél kezdve: d>-tel osztva legyen ¢ = %, ezzel
0 =7¢® 4 18c — 25. Innen ¢ = 1 vagy f%, azaz a1 = d vagy a1 = f%d.

Ezt visszairva az (1) egyenletbe:
vagy 2a1 + 10d = 12d = 120, ahonnan d =10 és a; = 10;
vagy 2a1 + 10d = %d =120, ahonnand =42 ésa; = —150.

III. megoldads: Az els6 11 tag 6sszegébdl kapjuk, hogy a1 + 5d = 60, ez éppen a szdm-
tani sorozat 6. tagja. Ezzel a mértani sorozatbdl:

(120—3d)-8
60 2

60 — 5d 60

3600 = (60 — 5d)(480 — 12d),
0 = 60d” — 3120d + 25200 = 60(d” — 52d + 420).

Innen pedig az 1. megoldasnal latottak szerint folytathaté a gondolatmenet.
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8. a) Hatdrozzuk meg n értékét dgy, hogy az aldbbi egyenldség teljesiiljon:

n 7
/2x+5dx:/10n72x73x2dx.
2 1

b) Mekkora teriileti sitkidomot vag ki az f(xz) = ﬁ — 1 fiiggvény grafikonja az elsé
siknegyedbdl?
c) frjuk fel az f grafikonjdhoz az 1 abszcisszdju pontjaban hiuzott érintéegyenes egyen-

letét. (16 pont)

Megoldas. a) Elvégezziik az egyenlet két oldaldn kijelslt integraldsokat a Newton—
Leibniz-tétel alapjan:

[x2 + 5:1:]2 = [10nx —2® - xﬂi,
(n® +5n) — (4+10) = (7T0n — 49 — 343) — (10n — 1 — 1),
n® — 550 + 376 = 0.

Innen ni = 47 vagy no = 8.

Mindkét n-re valéban teljesiil az egyenléség: az elsé esetben 2430, a mésodik esetben
pedig 90 az integrédlok értéke az egyenlet mindkét oldalan.

b) Megkeressiik, hogy az f grafikonja hol metszi az x tengely pozitiv félegyenesét:

ﬁ —1=0, ebbdl (az z > 0 feltétel mellett) = = 1.

Mivel az f grafikonja az y tengelyt metszi (+3-ban), ezért az els§ siknegyedbél
levagott sikidom teriiletét az

1
4
J @)
integral értéke adja meg:
1

T:/%—ldx: {— 1 —m}lz(—?))—(—él):l.

x+1)° z+1 0

A kérdéses sikidom tehat éppen egységnyi teriiletil.
¢) Az érintéegyenes meredekségét az f derivéltfiiggvényének az x = 1-ben felvett
értéke adja:
8

Az 1 abszcisszdju pont méasodik koordinatéaja:

4
f(1):m—1=o

Az érintegyenes egyenlete y = 1 — .
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9. Egy villanymozdony dramszeddjét két pon-
ton rogzitették a mozdony tetejéhez, ezek tdvolsdga
0,6 méter. Az dramszedd négy, egymdshoz csatla-

lm kozo egyenes szakaszbol dll. A két rovidebb sza-
kasz 0,5 méter, a két hosszabb szakasz 1 méter
hosszi (ldsd az &brét). Az dramszedd egyes sza-

0.5 m kaszai a mozdony tetejéhez és egymdshoz képest

csukldsan szabadon elmozdulhatnak. Jelolje h(c)
o az dramszedd legmagasabb pontjinak magassagadt

0,6 m

a mozdony tetejéhez képest akkor, amikor mind-
két rovidebb dg o szdget zdr be a mozdony tetejének
stkjdval.

a) Igazoljuk, hogy h(a) = \/1 — (0,34 0,5cos@)® 4 0,5sin .

b) Milyen magasan lesz az dramszedd legmagasabb pontja o = 25° esetén?

c) Mekkora o sz0g esetén lesz az dramszedd legmagasabb pontja éppen 1 méter ma-

gassagban?

C

a

(16 pont)

Megoldas. a) Az dbra jelbléseit haszndljuk.

Az &ramszedS egyik rovidebb dga AB =
= 0,5 (m), ez az A pontban csatlakozik a mozdony
tetejéhez. A B pont merdleges vetiilete a moz-
dony tetdsikjara Bi. Ekkor BAB1< = «a, AB; =
= 0,5cosa, BB; = 0,5sin .

Az 4ramszedd hosszabbik dga BC' =1 (m).
A C pont meréleges vetiilete a mozdony tetSsik-

B A Ci

jara Ci. A B pont merdleges vetiilete a C'Cy egye-
nesre C.

h(Oé) =CC,=CCy +CCy =+1—-CyB2+ BBy = \/1 — (01A+ ABl)2 +0,5sina =

= \/1 — (0,34 0,5cos a)2 +0,5sin

ami éppen a bizonyitandé volt.

b) a = 25° esetén

h(a)

_ \/1 ~ (0,3 + 0,5 c0s25°)% + 0,5 5in 25° ~

~ \/1 —(0,3+0,5-0,9063)% 4 0,5 - 0,4226 ~ 0,869,

tehdt ebben az esetben az aramszedé csics kb. 87 cm magasan lesz a mozdony tetejéhez

képest.

¢) Megoldandé a

\/1 —(0,3+0,5cosa)®+0,5sina = 1 egyenlet. A négyzetre emelést

elvégezve és atrendezve:

082 o

\/0791—0,3005(1— ¢ —1-05sina.

Emeljiik négyzetre most az egyenletet:

410

cos? o sin® a

=1 —si
sin o + 1

0,91 — 0,3cosa —
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Atrendezve: ) 5
sin“a . cos” «

4+4

sina — 0,09 — ( > = 0,3 cos a.

Kihasznélva, hogy sin? a 4 cos® a = 1, kapjuk, hogy sina — 0,34 = 0,3 cos cv.
() Ismét négyzetre emeliink:
sin® a — 0,68sina + 0,1156 = 0,09 cos® a.

cos? a = 1 — sin? « helyettesitéssel:

1,09 sin® o — 0,68 sin a + 0,0256 = 0,

e, o o 008 1/0,687 —4-1,09-0,0256 _ 0,68+ /0350784 _ 0,68 = 0,5023
1,2 =~ _

2.1,09 2,18 - 2,18

Azaz sin a & 0,5836, tehat o &~ 35,705°, vagy sin a =~ 0,0402, tehdt o ~ 2,306°.

Ez ut6bbi a masodik négyzetre emelésnél keletkezett hamis gyok (a négyzetre emelés
elétt az egyenlet bal oldala negativ, a jobb oldala pozitiv). El6bbi érték viszont valéban
megolddsa a feladatnak, hiszen kénny(i meggy6z6dni réla, hogy ebben az esetben mindkét
négyzetre emelésnél az egyenléség mindkét oldala pozitiv.

Tehat o &~ 36° esetén lesz a mozdony dramszeddjének csticsa éppen 1 méter magasan.

II. megoldas a (x)-gal jeldlt résztél kezdve:
sina — 0,3 cosa = 0,34.

/12 4+ 0,32 = /1,09(~ 1,044)-gyel osztva:
1 0,3 0,34

Ccosx =

1,09 1,09 1,09

. 1 o 4 o o . c .
Mivel 7105 ~ cos 16,699° és ~ 8in 16,699°, ezért ez (az ismert addicids tétel segit-
ségével) igy {rhaté:

0,34

sin a cos 16,699° — cos asin 16,699° = sin(a — 16,699°) = =

~ sin 19,006°,

E

ahonnan (mivel « hegyesszog) o — 16,699° ~ 19,006°, azaz o = 35,705°.

Koncz Levente
Budapest

C gyakorlat megoldasa

C. 1404. Az ABC' egyenld szari hdromszég AB alapjanak F felezépontjdbol
a BC oldalra bocsdtott merdleges talppontja D. Az FD szakasz felezépontja G.
Mutassuk meg, hogy AD merdleges CG-re.
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