Négyzetre emelve:
799992 > 39999 - 4002.

Ez pedig igaz, mert

79999% — 1 = 80000 - 79998 = 16 0000 - 39 999 = 39999 - 4002.

Ekvivalens 1épésekkel dolgoztunk, igy a vadasz szamara rosszabbik tévolsag
legalabb MCy > \/d? + %, igy a lemmat belattuk.

A lemmabdl mar kovetkezik a bizonyitandé allitds: a jaték elején d3 = 0, és
a lemma szerint (teljes indukciéval) a vaddsz szdméra legrosszabb esetben d3,,, >
> %n, amig a tavolsdg el nem éri a 100-at. Ez az elérés pedig legkésébb n =
= 2-1002 = 20 000-re bekovetkezik, azaz 200 - 20000 = 4 - 108 fordulén beliil. Vagyis
diwa > 10000, azaz dy.1g0 > 100. A nytl ezzel elérte a céljat, hiszen 4 - 10° < 10°.

Diofantoszi szamhalmazok*

Bevezetés

A szdmelmélet bovelkedik a hosszi id6n at vagy akdr a mai napig megoldatlan
problémakban, ilyenek példaul a Goldbach-sejtés, az ikerprimsejtés vagy a mar iga-
zolast nyert Fermat-sejtés. Ezek kozos jellemzbje, hogy az altalanos iskolai tananyag
ismeretében lényegében megérthetoek, nincs sziitkség hozzajuk fels6bb matematikai
tudasra, a bizonyitasuk mégis évszazadok 6ta varat vagy varatott magara.

A diofantoszi szamotosokrél szold, kevésbé kozismert sejtésrél mindez ugyanigy
elmondhatd, raadédsul a bizonyitasat a kozelmultban jelentették be. Ennek apro-
pdjan a kovetkezdkben ezt a problémat jarjuk koriil, bemutatva a kérdéskorhoz
kapcsolddo, kiterjedt kutatasok aktudlis allasat és szamos nyitott kérdését.

El6szor Diophantosz 6kori goréog matematikus adott meg négy olyan pozitiv
raciondlis szadmot, melyek koziil barmelyik ketté szorzatdhoz 1-et hozzdadva egy
raciondlis szam négyzetét kapjuk. Pierre de Fermat volt az, akinek sikeriilt négy
ugyanilyen tulajdonsagu egész szdmot taldlnia, méghozzd az {1,3,8,120} szdm-
négyest. Ezek valéban megfelel6ek, ugyanis

1-34+1=2% 1-841=23% 1-120+1 =112,
3-8+41=52 3-1204+1 =192, 812041 = 312,

*Az irds az OTKA 115479 palyazat tamogatdsdval késziilt.
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777480

Leonhard Euler egy raciondlis szam, a hozzéavételével el tudta érni, hogy

8288641
tovabbra is fennélljon az elvart tulajdonsag, hiszen
777480 . (3011 777480 . (3259
8288641 - \2879) " 8288641 S \2879)
777480 (3809 2 190, 777480 (10079 °
8288 641 S \2879 ) 8288 641 S\ 2879 /)

viszont senkinek nem sikeriilt ilyen pozitiv egész szamot taldlnia. Alan Baker és
Harold Davenport 1969-ben bizonyitottak be, hogy a Fermat-féle szamnégyes pozi-
tiv egész szdmmal nem bdvithetd megfeleld szdmotossé, s6t az {1, 3,8} szdmhédrmas
a 120-on kiviil nem egészithetd ki més pozitiv egész szammal ilyen szdmnégyessé.

Diofantoszi szamhalmazok létezése

A pozitiv egész szdmok halmazanak egy legalabb kételemii A részhalmazat
diofantoszi szamhalmaznak nevezzik, ha barmely a,b € A, a # b esetén ab+ 1 négy-
zetszam. Ha egy diofantoszi szamhalmaz n elemii véges halmaz, akkor diofantoszi
szam-n-esnek, n = 2 esetén diofantoszi szampdrnak is hivjuk. Egyszeriu észrevétel,
mégis érdemes megfogalmazni, hogy egy diofantoszi szamhalmaz minden legalabb
kételemi részhalmaza szintén diofantoszi szamhalmaz.

A definici6 és az ahhoz fiz6tt megjegyzés ismeretében az egyik legtermészete-
sebb kérdés az, hogy milyen elemszami diofantoszi szamhalmazok 1éteznek, kiilonos
tekintettel arra, hogy mi a legnagyobb lehetséges elemszam.

Végtelen diofantoszi szamhalmazok. Kezdjitkk azzal a kérdéssel, hogy
létezik-e végtelen diofantoszi szamhalmaz, mivel ennek megvélaszolasa soran be
tudjuk mutatni a problémakor vizsgalatdanak egyik kulcsfontossdgu otletét.

Ha egy legalabb négyelemi diofantoszi szdmhalmaznak harom kiilonb6zo6 eleme
a, b, ¢, akkor tetszoleges tovabbi x eleme esetén ax + 1, br + 1, cx + 1 négyzetszamok,
ezért szorzatuk is négyzetszam, azaz valamilyen y pozitiv egész szammal

(az 4+ 1)(bx + 1)(cx + 1) = y>.

Ez egy elliptikus egyenlet, fgy nevezziik ugyanis az f(x) = y? alaki diofantoszi
egyenleteket, ahol f(z) egy harmadfokd polinom.

Louis J. Mordell 1922-ben bebizonyitotta, hogy ha ennek a polinomnak a gyo-
kei egyszeresek, akkor az elliptikus egyenletnek csak véges sok megoldasa lehet.
Alan Baker 1968-ban ennél egy még ersebb allitdst igazolt, a gyokokre vonatkozd
feltétel megtartisa mellett megadott az elliptikus egyenlet megoldasainak abszolit
értékére egy felsé korlatot. Meg kell jegyezniink, hogy ezek igen komoly mate-
matikai eredmények, Baker ezt megalapozé munkajaért, valamint annak kiilonb6z6
diofantoszi egyenletekre torténd alkalmazédsaiért elnyerte az egyik legrangosabb ma-
tematikai dijat, a Fields-medalt.

Visszatérve a mi kérdésiinkre, akar Mordell, akar Baker tételébdl kovetkezik,
hogy csak véges sok lehetséges = 1étezik, tehat minden diofantoszi szamhalmaz
véges halmaz.
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Diofantoszi szamparok. Konnyedén tudunk végtelen sok diofantoszi szam-
part konstrudlni. Egyszertien egy tetszolegesen vélasztott, 1-nél nagyobb négyzet-
szamnal 1-gyel kisebb szamnak kell venniink egy osztéparjat. De meg tudunk adni
diofantoszi szdmpdrokat paraméteresen is, péld4ul {1, k2 4+ 2k} és {k,k + 2} dio-
fantoszi szamparok minden k pozitiv egész szam esetén.

Diofantoszi szamparokat a Fibonacci-szamok segitségével is kaphatunk.
A Cassini-azonossag szerint minden k pozitiv egész szam esetén Fy Fy 1o + (fl)k =
= FZ,,, igy ha k még raaddsul paros is, akkor {Fj, Fj12} diofantoszi szdmpér.

Diofantoszi szamharmasok. Euler megmutatta, hogy minden diofantoszi
szdmpéar kiegészithetd diofantoszi szdmhdrmassa. Legyen ugyanis {a,b} egy tet-
sz6leges diofantoszi szdmpédr, ahol ab + 1 = r2. Ekkor {a,b,a + b+ 2r} diofantoszi
szamharmas, ugyanis

ala+b+2r)+1=(a+7)> bla+b+2r)+1=(b+r)°

Erdekességként megemlitjiik, hogy ha a Fibonacci-szamok segitségével fent
megadott {Fy, Frio} (k > 2 péros) diofantoszi szdmpért bovitjiik ezen a médon,
akkor az {Fy, F42, Fr1+4} diofantoszi szémhdrmashoz jutunk, melynek tehdt har-
madik eleme is Fibonacci-szam.

Diofantoszi szamnégyesek. Euler ennél tovabb is tudott menni, a diofan-
toszi szamparokbdl nyert diofantoszi szamharmasokat sikeriilt kiegészitenie diofan-
toszi szamnégyesekké. Joseph Arkin, Verner E. Hoggatt Jr. és Ernst G. Straus
1979-ben megmutatta, hogy ez dltaldnosabban is megtehetd, barmelyik diofantoszi
szamharmashoz megadhaté egy negyedik pozitiv egész szam, aminek hozzavételével
diofantoszi szdmnégyeshez jutunk. Vegyiink ehhez egy tetszéleges {a,b,c} diofan-
toszi szdmharmast, ahol ab+1 =12, ac+ 1 = s%, bc+ 1 = t2. Ekkor {a,b,c,a+b+
+ ¢+ 2abc 4 2rst} diofantoszi szdmnégyes, mivel

a(a+ b+ c+ 2abe + 2rst) + 1 = (at + rs)?,
b(a + b+ ¢+ 2abe + 2rst) + 1 = (bs + rt)°,

cla+b+c+ 2abe+ 2rst) + 1 = (cr + st)*.

A konstrukciobdl az is kovetkezik, hogy végtelen sok diofantoszi szamnégyes
létezik. Ugyanakkor meglepd lehet, de az Osszes eddig ismert diofantoszi szam-
négyes ilyen, un. regularis alak, azaz a legnagyobb eleme a mésik harombdl ezzel
a szabdllyal all el6. Nyitott azonban az a kérdés, hogy van-e masfajta diofantoszi
szamnégyes.

Diofantoszi szamo6tosok. Sokdig tartotta magat az a sejtés, miszerint nem
létezik diofantoszi szamotos. Ez nem fiiggetlen az elébb emlitett problématol sem,
hiszen ha létezne diofantoszi szamotos, akkor a hdrom legkisebb eleméhez a ne-
gyedik vagy az 6todik elem hozzévételével nem regularis diofantoszi szamnégyest
kapnank. Bo He, Alain Togbé és Volker Ziegler egy megjelenésre varé cikkben iga-
zolték ezt a sejtést, tehat nincs diofantoszi szamotos.
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A probléma Aaltalanositasai, valtozatai

Ahogyan lattuk, a diofantoszi szamotosokrol szold sejtés bizonyitasdval a dio-
fantoszi szdmhalmazokrél mar majdnem mindent tudunk. A definicié kiilonféle
altalanositasaival és valtozataival azonban kifogyhatatlan problémakorhéz jutunk,
melybdl a teljesség igénye nélkiil szemezgetiink néhény eredményt.

(-diofantoszi szamhalmazok. R6gton az elsé gondolat a definicié médosité-
séra, hogy 1 helyett valamilyen mas ¢ egész szamot adjunk hozza az elemek szorza-
tdhoz. Ennek megfeleléen egy legaldbb kételemil, pozitiv egészekbol all6 A halmazt
(-diofantoszi szdmhalmaznak hivunk, ha minden a,b € A, a # b esetén ab + £ négy-
zetszam.

Kezdjiik annak bizonyitasaval, hogy ha ¢ 4-gyel osztva 2-t ad maradékul, akkor
nem létezik ¢-diofantoszi szamnégyes. Ha ugyanis egy négyelemi, egész szamokbdl
all6 halmaznak van 4-gyel oszthaté eleme, akkor annak barmelyik masik elemmel
vett szorzata is oszthaté 4-gyel; ha pedig nincs 4-gyel oszthaté eleme a halmaznak,
akkor a skatulyaelv szerint van két elem, melyek ugyanannyit adnak maradékul
4-gyel osztva, igy szorzatuk 4-gyel vett osztasi maradéka 0 vagy 1. Tehat min-
denképpen talalhaté a halmazban két elem, melyek szorzatdhoz f-et adva olyan
szamhoz jutunk, melynek 4-gyel vett osztdsi maradéka 2 vagy 3, a négyzetszamok
viszont 4-gyel osztva csak 0 vagy 1 maradékot adhatnak. Erdekesség, hogy ezt
a viszonylag egyszerli észrevételt harom egymadstol fiiggetlen cikkben publikalték,
melyek mindegyike 1985-ben jelent meg.

Andrej Dujella 1993-ban megmutatta, hogy ha ¢ 4-gyel osztva nem 2-t ad ma-
radékul és £ ¢ {—4,-3,-1,3,5,8,12,20}, akkor létezik ¢-diofantoszi szdmnégyes.
A kimaradé nyolc szam esetén viszont jelenleg megvalaszolatlan az /-diofantoszi
szamnégyesek 1étezésének kérdése. Ugyanakkor azt is igazolta, hogy ha ¢ négyzet-
szam, akkor végtelen sok ¢-diofantoszi szamnégyes van. Itt kell még megemliteni,
hogy bizonyos £ értékekre léteznek f-diofantoszi szamotosck és szamhatosok, és
érdekes médon nem minden ilyen ¢ négyzetszdm, példdul sikeriilt megadni (—255)-
diofantoszi szamotost.

m-edik hatvany diofantoszi szamhalmazok. A probléma egy maésik alta-
lanositasdhoz jutunk, ha a legaldbb kételemii, pozitiv egészekbdl all6 A halmaztdl
azt varjuk el, hogy minden a,b € A, a # b esetén ab + 1 négyzetszam helyett teljes
m-~edik hatvany legyen.

Yann Bugeaud és Andrej Dujella 2003-ban vizsgaltiak az m-edik hatvény dio-
fantoszi szamhalmazokat, és bebizonyitottik, hogy elemszamuk rendre legfeljebb 7,
5, 4 illetve 3 lehet, ha m =3, m =4, 5 <m < 176, 177 < m. Viszont ezek a fels6
korlatok nem feltétleniil pontosak, sét m > 5 esetén még m-edik hatvany diofantoszi
szamharmast sem ismeriink.

Racionalis diofantoszi szamhalmazok. A diofantoszi szamhalmazok prob-
léméja az egész szamok helyett vizsgalhaté a raciondlis szamok korében is, ahogyan
azt eredetileg Diophantosz és Euler is tette. Meg kell jegyezni, hogy egy raciondlis
diofantoszi szdmhalmaz elemeinek d k6zos nevezdjével megszorozva a szamokat egy
d?-diofantoszi szamhalmazhoz jutunk, és viszont.
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Az els6 racionalis diofantoszi szamhatost Philip Gibbs talalta, 2017-ben pedig
Andrej Dujella, Matija Kazalicki, Miljen Miki¢ és Szikszai Mdrton megmutatta,
hogy a racionélis diofantoszi szamhatosok szama végtelen. Azonban azt nem tudjuk,
hogy létezik-e nagyobb elemszamu raciondlis diofantoszi szamhalmaz.

Ha a racionalis esetben kiegészitjiik a definiciét azzal, hogy a halmaz barmely
a eleme esetén a? + 1 is egy racionalis szdm négyzete legyen, azaz a definiciébeli ko-
vetelményt nem feltétleniil kiilonboz6 halmazbeli elemek szorzatanak 1-gyel torténd
megnovelésére irjuk eld, akkor az erds raciondalis diofantoszi szémhalmaz fogalma-
hoz jutunk. (Az egész szdmok korében ennek a mdédositdsnak természetesen nincs
értelme.) Andrej Dujella és Vinko Petricevié 2008-ban igazoltak, hogy végtelen sok
erOs raciondlis diofantoszi szamharmas létezik, de nem ismert, hogy van-e erds ra-
ciondlis diofantoszi szamnégyes.

A fent leirt valtozatok természetesen szabadon kombinalhaték, vagy vizsgal-
haték mds szdmhalmazokon, példdul a Gauss-egészekre (olyan komplex szdmok,
melyeknek valds és képzetes része is egész szdm), vagy akéar az egész egyiitthatds
polinomok korében, igy az ismertetést is végelathatatlanul folytathatnank.

Ehelyett zarszéként szeretnénk kiemelni, hogy Dujellanak eléviilhetetlen érde-
mei vannak a témakor népszertsitésében, melyhez szamottevo eredményekkel maga
is hozzajarult. Valamint honlapjan fenntart egy folyamatosan frissiilé, teljességre
torekvo irodalomjegyzéket is tartalmazoé oldalt, melyet j6 szivvel ajanlunk az ér-
deklodok figyelmébe.

Irodalomjegyzék
[1] Andrej Dujella, Diophantine m-tuples,
https://web.math.pmf.unizg.hr/“duje/dtuples.html.

[2] Andrej Dujella, What is a Diophantine m-tuple?, Notices of the American Mathe-
matical Society, 63 (2016), 772-774.
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Idén a matematikatanarokat Székesfehérvar, azon beliil a Teleki Blanka Gim-
nazium latta vendégiil, bar a helyszint az Obudai Egyetem Alba Regia Miszaki
Kar Geoinformatikai Intézete biztositotta.

A megnyitén az egybegytlteket Cser-Palkovics Andrds polgarmester, Gyorok
Gyorgy dékan és Katona Gyula, a Bolyai Janos Matematikai Téarsulat elncke ko-
szontotte, majd szokasosan a Beke Mand-emlékdijak dtaddsa kovetkezett. Ezt ko-
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