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RIO DE JANEIRO - BRAZIL

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljiikk a nyari matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; 1ényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai leirtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és ezuton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztOség
Els6 nap*

1. Minden ag > 1 egész szamra definidaljuk az ag,aq,as, ... sorozatot a kovet-
kezéképpen. Minden n > 0-ra legyen

iy = {\/an, ha \/a,, egész szdm,
"7 \an+3  kilonben.

Hatdarozzuk meg az dsszes olyan ag értéket, amihez van olyan A szam, amire a,, = A
teljestil végtelen sok n-re.

Gaspar Attila megoldéasa.
1. allitas: Ha ap =0 (mod 3), akkor a sorozat tartalmazza a 3-at.

Bizonyitsunk ag szerinti teljes indukciéval. Ha ag = 3, akkor az allités trivialis.
Ha ag = 6, akkor a; =9, és as = 3, ezért az allitas igaz. A tovabbiakban feltételez-
hetjiik, hogy ag > 9.

Lathatd, hogy az ag,ag+ 3,ag + 6, . .. szdmtani sorozatban van az els6 négyzet-
szam a sorozatbdl. A sorozat Osszes eleme 3-mal oszthatd, ezért ez a négyzetszam
%= (3k:)2 alakt. Végtelen sok 3-mal oszthato négyzetszam van, ezért a sorozat tar-
talmaz négyzetszdmot. A (3(k — 1))2 = (2 — 3)? nem szerepel a sorozatban, ezért
ap > (x—3)* =22 —62+9 = x(x—6)+9 > x+9 > . Az 22 szerepel a sorozatban,
ezért az x is szerepel. © < ag, ezért az indukcids feltevés miatt az allitas igaz.

Léthat6, hogy ha ag = 3, akkor a1 =6, as =9 és az = 3. Ha 3| ap, akkor
az 1. allitds miatt a 3 végtelen sokszor szerepel a sorozatban.

2. allitas: Ha ag = 1 (mod 3), akkor a sorozat tartalmaz 3k + 2 alakd szdmot.

Bizonyitsunk ag szerinti teljes indukciéval. Ha ag = 1, akkor a; = 4, és ay = 2.
Ebbdl lathatd, hogy az allitds ag = 4 esetén is igaz. A tovabbiakban feltételezhetjiik,
hogy ag > 7.

Lathato, hogy az ag,ap + 3, a0 + 6, . . . szamtani sorozatban van az els6 négyzet-
szam a sorozatbdl. Ilyen biztosan van, mert végtelen sok 3k + 1 alakil négyzetszam
van. Legyen ez a négyzetszam x2. Az x2 szerepel a sorozatban, ezért az x is szerepel.

*A mésodik nap feladatainak megolddsit a novemberi szamban kozoljiik.
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Ha x = 3k + 2 alaku, akkor az allités igaz.

Ha x = 3k + 1 alaki, akkor a (3k — 1)° = (z — 2)® nem szerepel a sorozatban,
ezért ag > (£ —2)° =22 — 4z +4 = z(x —4) +4 > £ +4 > . Az indukcits feltevés
miatt az allitas igaz.

3. Allitas: Ha ap = 2 (mod 3), akkor a sorozat szigorian monoton novekvd.

Egy négyzetszam nem lehet 3k 4 2 alakd. fgy az ag, ag + 3,ap + 6, ... sorozat
nem tartalmaz négyzetszamot. Ekkor a; = a9+ 3, asc =ag+6, ..., ap, = ag + 3n.
Ezzel az allitast igazoltuk.

Lathatd, hogy ha ag nem oszthaté 3-mal, akkor a 2. és 3. allitas miatt a sorozat
egy 1d6 utan szigorian monoton névekvé. Igy nincs olyan A, amit végtelen sokszor
tartalmaz.

Tehat pontosan akkor van olyan A, amit végtelen sokszor tartalmaz a sorozat,
ha 3 | ag.

2. Legyen R a wvalds szdmok halmaza. Hatdrozzuk meg az 0sszes olyan f:
R — R fiigguényt, amire minden valds x, y szdm esetén teljestil

F(f@)f@) + fl@+y) = fzy)
Matolcsi David megolddsa. Ha f(0) = 0, akkor y = 0-ndl ezt kapjuk:
F(f@)f(0) + flz+0) = f(0- ).

Ebben az esetben f(z) =0 minden z-re. Ez valéban megoldésa a fiiggvényegyen-
letnek.
Most nézziik azt az esetet, amikor f(0) # 0. Ha z = 0 és y = 0, akkor

F(F0)%) + £(0) = £(0),  £(f(0)*) =0.

Tegyiik fel, hogy f(¢) =0ésc#1. Hay=1+ ﬁ, akkor (z —1)(y — 1) =1,
azaz @ +y = xy, ezért f(z +y) = f(ay), fgy f(f(2)f(y)) = 0.

Legyen z =césy =1+ C_Ll Ekkor f(f(c)f(l + cil)) = 0. Mivel f(c) =0,
f(0) =0, ez viszont ellentmond az elején kikotott feltételnek.

Azt kaptuk, hogy f(c) = 0 esetén ¢ = 1, {gy f(O)2 =1, ezért f(1) = f(f(O)z) =
=0, tovabbd f(0) =1 vagy f(0) = —1.

Vildgos, hogy f(x) akkor és csak akkor megolddsa a fiiggvényegyenletnek, ha
—f(z) is megolddsa (mindkét oldal el6jele megfordul). Ezért az dltaldnossag sérelme
nélkiil feltehetjiik, hogy f(0) = —1.

Helyettesitsiink most az egyenletbe y = 1-et:

FF@) W) + fla+1) = f(
fO) + flz+1) = f(z),

(

)

fla+1)=f
Ebbél kovetkezik, hogy n egészekre f(x +n) = f(z
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Megmutatjuk, hogy f(z) injektiv. Tegyiik fel, hogy nem az, vagyis 1étezik olyan
A # B, hogy f(A) = f(B). Legyen n egy A-nél nagyobb egész, és legyen A—n =a
és B —n = b, ahol tudjuk, hogy a negativ.

Ha f(A) = f(B), akkor f(a) = f(b). Az 2% —bx+a—1 = 0 masodfoki egyenlet
diszkriminansa b? — 4(a — 1), ami pozitiv (mivel a — 1 negativ), ezért az egyenletnek
két gyoke van, r és s. A Viéte-formuldkbdl tudjuk, hogy r+s=>bésrs=a —1;
fgy @ =1 és y = s vélasztdssal f(f(r)f(s)) + f(b) = fla—1) = f(a) — 1.

Az egyenletbél kivonhaté f(a) = f(b): f(f(r)f(s)) = =1, f(f(r)f(s)+1) =0,
amibdl f(r)f(s)+1=1, azaz f(r)f(s) =0. Feltehets, hogy s=1, ekkor a =
=1-r4+1é b=r—+1, tehat a = b, ezzel ellentmondasra jutottunk; a fiiggvény
valéban injektiv.

Legyen y = 1 — . Ekkor f(f(z)f(1—2)) + f(1) = f(z(1 — 2)),
F(f@f(1 =) = f(z = 2%).

Az injektivitds miatt f(z)f(1 — ) =z — 22.
Legyen most y = —z. Ekkor f(f(z)f(—x)) + f(0) = f(— 2?),

F(f@)f(=2)) = 1= f(-2?),

F(f@)f(=2)) = fF(1-2?).
Az injektivitds miatt f(x)f(—z) =1 — 2%, ezért f(2)f(1 —z) — f(2)f(—2) =
=z —2%— (1 — xz) =z — 1. Masrészt

F@)f(1—2) = f@)f(-2) = f(2) (fQ = 2) = f(-2)) = f(2).

Igy f(x) =2 —1 minden z-re. Ez valéban j6 megoldéds: (z —1)(y —1) — 1+ = +
+y—1=zy—1.

Ez volt a megoldds, amikor f(0) = —1, és ennek az ellentettje, f(z) =1—=x
a megoldés, amikor f(0) = —1.

Tehat a fiiggvényegyenletnek hdrom megolddsa van: f(z) =0, f(z) =z —1 és
flz)y=1-=z.

3. Egy vaddsz és eqy ldthatatlan nyul egy jatékot jatszik az euklideszi sikon.
A nyil Ag kiinduldépontja és a vaddsz By kiinduldpontja egybeesnek. A jaték (n—1)-
edik menete utdn a nyul az A,_1 pontban, a vaddsz a By_1 pontban van. A jaték
n-edik menetében a kévetkezd hdrom dolog torténik, ebben a sorrendben:

(1) A nyil ldthatatlan mdédon egy olyan A, pontba megy, amire A,_1 és Ay
tavolsdga pontosan 1.

(i1) Egy nyomkdvetd eszkiz megad egy P, pontot a vaddsznak. Az eszkéz dltal
a vadadsznak nyugtott informdcid minddssze annyi, hogy P, és A, tdvolsdga
legfeljebb 1.

(14i) A wvaddsz ldthaté mddon egy olyan B, pontba megy, amire B,_1 és By,
tavolsdga pontosan 1.
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Igaz-e, bdrhogyan mozogjon is a nyil, és barmilyen pontokat jelezzen is a nyom-
kovetd eszkiz, hogy a vaddsz mindig meg tudja gy vdlasztani a mozgdsdt, hogy 10°
menet utdn a tavolsdg kozte és a nyul kozott legfeljebb 100 legyen?

Kovacs Benedek megoldasa. A feladat allitdsa nem igaz: beldtjuk, hogy
a vadasz akarmilyen stratégidja esetén a nyomkévetd jelezheti Py, P, ..., Pige
pontok olyan sorozatat, hogy a nytlnak létezzen olyan, a szabalyok szerinti
ApgA1As ... Aige lehetséges mozgassorozata, amire BigesAige > 100. Vagyis ha
a nyul maga jelolheti ki a nyomkovetd jelzéseit a szdmara legkedvezobb mddon,
akkor a vadész nem tudja garantalni, hogy 100-on beliil keriiljon a nyulhoz.

Legyen d; = A;B;. A nyl célja az, hogy dige > 100 legyen. Nyilvan az is elég
szédméra, ha valamilyen i < 10%-re d; > 100, hiszen ha ekkor a nytl a tovabbi 1épé-
sekben mar mindig a vadasszal ellentétes iranyban 1ép, akkor 1épésével a vadésztol
valé tavolsagat 1-gyel noveli, a vadasz pedig a sajat 1épésében legfeljebb 1-gyel csok-
kentheti, vagyis egy fordulén beliil a tavolsdg nem csokken, igy a 10%-edik forduld
utan is 100-nal nagyobb lesz.

Lemma. Ha az i. forduléban d; < 100, a vaddsz nem tudja garantdlni, hogy
d? 000 < dF + % legyen.

Bizonyités. A nyul tehat 200 forduld alatt szeretné a vadasztdl vett tédvolsa-
ganak négyzetét %—nél t6bbel megnovelni. A vadasznak az i-edik fordulé kezdetekor
a nyul mozgdsardl rendelkezésére all6 informéciét a Py, Ps, ..., P;_1 pontok jelen-
tik. Ezen pontok alapjan a nytlnak akar tobb lehetséges helye is lehet, de most
tegyiik fel még azt is, hogy a nyul konkrétan elarulja a helyzetét, az A; pontot.

A korabbi informaciok igy feleslegessé valnak.

Jeloljik f-lel az A;B; egyenest
(A; = B; esetén tetszlleges egyenest
A;-n keresztiil). Mérjiik fel az dbra sze-
rint az [ egyenesre az A; pontbdl, B;-vel
ellentétes iranyban /39999 egységet, igy
kapva a Z pontot. A Z pontban merole-
gest allitva f-re, ezen a merdlegesen ve-
gyiik fel a C és Cy pontokat Z-t6l 1 t4-
volsagra. Ekkor a Pitagorasz-tétel miatt
A;C1 = A;Co = /39999 + 1 = 200 lesz.

A nyidl szdmara a kovetkezé 200 for-
duléban az lesz a stratégia, hogy egye-
nesen elmegy a Cy célpontba (ezt meg-
teheti, hiszen A;Cy = 200). Mivel a tel-
jes A;C1 szakasz 1 tavolsadgon beliil van
az ¢ egyenestodl, a nyul minden fordulé-
ban kijelolheti helyzetének az f-re vett merdleges vetiiletét, mint a nyomkovetd
altal adando jelzést.

Természetesen ugyanezeket a jelzéseket megadhatnd a nyul akkor is, ha nem
a Cq, hanem a (5 pontba menne el hasonlé médon, hiszen a két itvonal ¢-re nézve
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szimmetrikus. A vadasz igy a 200 fordulé alatt kapott jelzésekbél nem fogja tudni,
hogy a C; vagy a Cs pont felé tart-e a nyidl. Nézziik azt a B;1200 pontot, ahova
a vaddsz ezalatt eljutott. Ez a pont biztosan a B; kézéppontd, 200 sugard korén
beliil van, legyen ennek az ¢-lel valé (a nytl irdnydba esé) metszéspontja M.

Osszuk fel ezt a kort két részre az ¢ egyenes (C1C felezémerdlegese) men-
tén. Az egyik (az dbra szerint felsd) részben 1évé pontok a C célponthoz, a mésik
(als6) részben 16v6k Co-hoz vannak kozelebb. A felsé rész dsszes pontjara igaz, hogy
legaldbb olyan tédvol vannak Cy-t6l, mint M, mert mind vizszintesen, mind fiiggo-
legesen legaldbb olyan tdvol vannak téle (ha az dbra szerint, vagyis az £ egyenessel
parhuzamosnak vessziik a vizszintes irdnyt). Ugyanigy az als6 rész sszes pontja
legalabb olyan tavol van C1-t6l, mint M.

Igy a két lehetséges célpont koziil a tdvolabbi mindenképpen legaldbb olyan
messze lesz a vadasztol, mint az M C7; = M Cy tavolsag. Szamitsuk ki ezt a tavolsa-
got. BiA; = d;, fgy A;M =200 —d;. Igy MZ = A; Z — A;M = /39999 — 200 + d;,
és a Pitagorasz-tétel alapjan

MCy=/MZ2 +C, 72 = \/(\/39999 —200+d;)” + 1.

Azt kell beldtnunk, hogy ez a tdvolsdg nagyobb, mint y/d? + %:

V (V39999 — 200 + d;)* +1 > m

1
(/39999 — 200+ i) +1 > d? + 3,

1
d7 +2(v/39999 — 200)d; + 80000 — 400v/39999 > d7 + 3
1
2(v/39999 — 200)d; — 400v/39 999 + 80000 > ,

9(v/39999 — 200)d; + 400(200 — v/30999) > *,

2
1
(400 — 2d;) (200 — v/39.999) > 7.

1
(200 — d;) (200 — v/39999) > T

Mivel d; < 100, azaz 200 — d; > 100, elég belatni, hogy
1
200 — v/ el
00 39999 > 100’

80000 — 400v39999 > 1,
79999 > 400v'39 999.
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Négyzetre emelve:
799992 > 39999 - 4002.

Ez pedig igaz, mert

79999% — 1 = 80000 - 79998 = 16 0000 - 39 999 = 39999 - 4002.

Ekvivalens 1épésekkel dolgoztunk, igy a vadasz szamara rosszabbik tévolsag
legalabb MCy > \/d? + %, igy a lemmat belattuk.

A lemmabdl mar kovetkezik a bizonyitandé allitds: a jaték elején d3 = 0, és
a lemma szerint (teljes indukciéval) a vaddsz szdméra legrosszabb esetben d3,,, >
> %n, amig a tavolsdg el nem éri a 100-at. Ez az elérés pedig legkésébb n =
= 2-1002 = 20 000-re bekovetkezik, azaz 200 - 20000 = 4 - 108 fordulén beliil. Vagyis
diwa > 10000, azaz dy.1g0 > 100. A nytl ezzel elérte a céljat, hiszen 4 - 10° < 10°.

Diofantoszi szamhalmazok*

Bevezetés

A szdmelmélet bovelkedik a hosszi id6n at vagy akdr a mai napig megoldatlan
problémakban, ilyenek példaul a Goldbach-sejtés, az ikerprimsejtés vagy a mar iga-
zolast nyert Fermat-sejtés. Ezek kozos jellemzbje, hogy az altalanos iskolai tananyag
ismeretében lényegében megérthetoek, nincs sziitkség hozzajuk fels6bb matematikai
tudasra, a bizonyitasuk mégis évszazadok 6ta varat vagy varatott magara.

A diofantoszi szamotosokrél szold, kevésbé kozismert sejtésrél mindez ugyanigy
elmondhatd, raadédsul a bizonyitasat a kozelmultban jelentették be. Ennek apro-
pdjan a kovetkezdkben ezt a problémat jarjuk koriil, bemutatva a kérdéskorhoz
kapcsolddo, kiterjedt kutatasok aktudlis allasat és szamos nyitott kérdését.

El6szor Diophantosz 6kori goréog matematikus adott meg négy olyan pozitiv
raciondlis szadmot, melyek koziil barmelyik ketté szorzatdhoz 1-et hozzdadva egy
raciondlis szam négyzetét kapjuk. Pierre de Fermat volt az, akinek sikeriilt négy
ugyanilyen tulajdonsagu egész szdmot taldlnia, méghozzd az {1,3,8,120} szdm-
négyest. Ezek valéban megfelel6ek, ugyanis

1-34+1=2% 1-841=23% 1-120+1 =112,
3-8+41=52 3-1204+1 =192, 812041 = 312,

*Az irds az OTKA 115479 palyazat tamogatdsdval késziilt.
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